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Avondcursus 1955-1956

Analytische meetkunde II

door

Prof.Dr A, Heyting
Hoofdstuk 1
Vectorruimten

1. Vectoren in het platte vlak,

Bepaling 1,

Een vector in het platte vlak is een gerlcht lijnstuk, ge-
geven door een beginpunt A en een eindpunt B. Deze vector
wordt aangednuid door Kg; een vector kan ook op de wijze
van & worden aangeduld,

Een vector, waarvan begin- en eindpunt samenvallen, heet
een nulvector,

Twee vectoren zijn gelijk, als z1j dezelfde richting (niet
tegengestelde richting) en dezelfde lengte hebben. Alle
Eﬁlvectoren zijn gelijk. De nulvector wordt aangeduld door
P

U

Men zlet gemakkelljk in, dnt deze gelijkheldsrelatie de volgende eigen-
gchappen heeft:

1e, z1] 1s reflexief, d.w.z., steeds is ¢
Z2e, z1J is symmetrisch, d.w.z.,

- =
a = a,
als 2 = b, dan 18 b = a,

. . ~3 o d -
Ye. z1J 18 transitief, d.w.z., 21s 8 = D© en—g = ¢, dan 1s ??:sfg.

Bepaling 2,

De som van twee vectoren wordt als volgt gevonden, Als

Stelling 1.
Stelling 2.
Btelllng 3,

Stelling 4,

Stelling 5.

§%=5§, dan 1s A +E%=§§.

Als ?u Tc?, dan 18 @ + T = —‘g +”:c'.

Als © = E{ dan is 7 + 0 =7 + 4.
P+0=0+7 =7,

Bij elke vector a behoort een vector (:?ﬁ, zodat

-y R
a 0.

3+ (:23 = (:g) +
De vectoroptelling 1is commutatief, d,w.z, steeds is
T+T T +7.

De vectoroptelling 1s assoclatief, d.w.z.,, steeds 1is

(Ef-&?g) r o=+ (E?-kTg).

Al deze stellingen zijn direct uilt de figuren af te lezen,
Men kan de stellingen 2, 3, 4 en 5 samenvatten in

Stelling 6,

Tegenover de optelling vormen de vectoren een Abalsée
(= commutatieve) groep,



Bepaling 3,

Stelling

Stelling

Stelling

Stelling

Stelling

Bepaling

Stelling

2.

Bepaling

Stelling

Stelling

Stelling

Bewl is,

Stelling

16.

Stelling 17. Als??::(aq,ag), dan 1is

Parametervoorstelling van een rechte

Is A een redel getal en E’eem vector, dan wordt het pro-
duct A.® als volgt gevonden:

De lengte van A.2 is \AlXde lengte van =

AT 1s gericht langs dezelfde 1iJn als 5{

Is A >0, dan heeft A.7 dezelfde richting als 5% /-

Als ?zﬁ, dan is AT = AT,
™ )
a

O. $Ou ’\-O ;::’;3. q.‘?a;;’.
s -

(Ap).a :A.(;&.a).

A (T +D) =22+ AT,

(Eerste distributieve eigenschap).
(A+p).a = AT + w7
(Tweede distributieve eigenschap).

Laat een verzameling V gegeven zljn, waarvan wij de elemen-
ten door Ei Eﬁ... voorstellen.

Laat van elke twee elementen'ﬁz E?van v de som’5§4~??§gege—

ven zijn. Laat verder, als A een getal voorstelt, voor elke
veetor??}wﬂ;pmoduct A2 gegeven zljn. Wanneer v voldoet

aan de eigenschappen, uitgedrukt in de stellingen 2,3,4,5,

7,8,9,10,11, dan heet V een vectorruimte,.

Op grond van de bepalingen 2 en 3 1s het platte vlak een
vectorruimte,

Heeft A de ccbrdinntg& (ﬂq,ﬁp),Eﬂ B de coBrdinaten (bq,bg),
dan wordt de vector AB voorgesteld door het getallenpaar
) —
(bq—aq, bg-ag). Men schrijft: AB = (bq—aﬂ,b2~82). Deze
twee getallen heten de componenten van de vector. In het
‘ ~P
vervolg is steeds p = (pq,pg).

. Gelljke vectoren hebben gelljke componenten.

9= (0,0).

— -
Als 2 = (2,585), D = (b,,b,), dan 18 & + b = (a, +b,,a,+b,).

— —
Stel P4 =3, QR = b, dan is

84¥047P> Fo=dpPo-
B4=ry-q,, Lo=rp=Qp.

B 4
A+ D= 53 = (rq~p1, r2~p2) = (aq+b1, 32+b2)'
(Teken de figuur!)

- -
Als @ = (aq,ag), dan is -a = (~a1,u82).

AT = (Aa,, Aay).

1ijn 1.

Leat de lijn 1 gegeven zljn door P(pq,pg) op 1 en de vectcrngﬁaq,ag)ﬁyl.

s
/7is A ¢ 0, dan heeft A .3 tegengestelde richting als @.
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-y oy
Is X een willekeurig punt op 1, dan is OX=OP+PX. Wij stellen in het

oy - -
vervolg steeds OP= p, K= X, P:{//Et dus er is een getal A zodat E;Iu A7,

(1) T =T+ AT,

4 o R
Is Q een tweede gegeven punt op 1, dan kan men PQ = a nemen, Dan 1s
- >
g =q - ¢, dus (1) wordt

(2) T=(1-3) T+ AT

§§L Vectoren in de ruimte.

Bepalingen 1,2,3. Geheel analoog met §1, bep. 1,2,3.

Stellingen 1 tot en met 11 zijn gelijkluiderd met de overeenkomstige
stellingen ult §1.

Stelling 12. Analoog met §ﬁ, stelling “12.

Bepaling 5. Heeft A de coBrdinaten (aq,ag,HB) en B de co¥rdinaten
(bq,bg,bs), dan wordt de vector §§ voorgesteld door
(bq—aq, bA=2,, bs-aB). De drie getallen heten de componen-
ten van AB.

s

Ock hier stellen wlj steeds D = (pﬂ’QE’pB)’
Stellingen 13 tot en met 17. Analoog met §'1, stelling 13-17.

De parametervoorstelling van een lijn in de ruimte 1is dezelfde als in
het platte vlak en wordt op dezelfde wijze afgeleld.

Parametervoorstelling van een vliak ol .,

Laat het vlak ol gegeven zijn door een punt P in o en twee vectoren
E*enlfi die //e zijn. Laat X een willekeurig punt in o zijn, De vec-
tor 5? 1s de som van twee vectoren, die respectievelljk evenwl jdig
z1jin met & en met b, dus

-3 -
PX = A3 + pb
....)
(3) X=1+ AT+ MO
Zijn Q en R twee punten in o, die niet met P op een rechte 1lijn liggen,
-3y

dan kan men @ = q-—E?en~g=m'? - ¢ nemen. Men vindt dan uit (3):

—
(%) X = (1- A=) T + AT + p0,

%3. Vectoren in Rw$

Bepaling 1. Een vector in Rp» of n-vector, is een riJj van n getallen;

ity
a8 = (a,‘jco-gan)u

Bepaling 2. De nulvector 8 in Rn is de riJ van n nullen,
Bepaling 3. De som van de vectoren 7 = (aq,...,an) en E@z (bq""’bn)
13?*‘&'?: (aq*b/j’nctxan%’bn)o
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Bepaling %, Is = (aq,...,raﬂ) een vector en A een getal, dan verstaan
wij onder A3 de vector (Ao ,eee, A ).

Stellingen 1-12, analoog met de stellingen 1-12 uit §1, volgen onmid-
dellljk ult deze definities.

Bepaling 5. Enlge vectoren Ef ":ﬁ,? z1ijn afhankell jk, wanneer men ge-
tallen A, ..., ; kan vinden, zodat A+ ).;.g-i-. .ot ,‘é%i’mé’,
terwijl A, }*:'-’:E niet alle nul zijn.

Voorbeelden. Wanneer zljn twee vectoreng en 'E’ in het platte vlak af-
hankelijk? Dan en slechts dan, wanneer men Aen M kan vinden,
niet belde 0, zodat AT ;ﬁ?m? Neem aan, dat A#0; dan is
= - -*ﬁ‘- ? Men vindt zo:

Stelling 13. Twee vectoren in het platte vlak zljn dan en slechts dan
afhankelijk, wanneer z1j dezelfde richting hebben, of min-

atens een van belde de nulvector 1s.

Stelling 14, Wanneer onder een stel vectoren de nulvector voorkomt, dan
zijn z1j steeds afhankelijk.

Bewl js. Laat de vectoren zijn“(-)'z 5’, *73,...; dan 18
iy
10 +03 + 0% +-=-=0.

Stelling 15. Zijn de vectoren 'é}, 73,...,3 afhankelljk, dan zijn ook de
vectoren 7,5, ...,8,3.. .8 afhankell jk.

Bewl js. Gegeven 1s AT+ B 4mmme E“ﬁzﬁ?

Dan is ook AZ+ )J_B*+-—-- §?+O.g+...+0.-§:3.
Stelling 16, n+1 vectoren in R, zijn altijd afhapkell jk.
Bewl js. Om de gedachten te bepalen, nemen wi] n=3,

Gegeven zijn de vectoren & = (8”3’@2’33)’ ?,? en Q.
Wij moeten getallen A, w, V, ¢, nlet alle O, bepalen,
zodat 2B+ pB+ T+ o3=0,
4t Uc,ﬁ“ ?d,‘m(},
)\a2+ WD+ Ve + pdy=0,
,\513+ ).Lb3+ \)03+ fd3=0.
Dit zijn 3 homogene lineaire vergelljkingen met 4 onbeken-
den A, W, V, e deze laten altijd een andere dan de nulop-
lossing toe. (Zie syllabus algebra blz.23).
Voorbeelden.Drie vectoren in het platte vlak zijn altijd afhankelljk.
Vier vectoren in de rulmte zijn altijd afhankell jk.
Stelling 17. k vectoren in R zljn dan en slechts dan afhankelijk, wan-
neer de rang van de matrix, dle de vectoren als rijen bezlt,
klelner is dan k,
Bewijs, ﬁ; neem k=, ﬁelectoren zijn_éta(a,],...,an), T)L(bq,...,bn),
cm(cq,..,,cn), dm(dq,..,,d ).

d.w.z. Aaﬁ Wb

n
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Z1) zijn afhankelijk, 2ls A, n, v, ¢, nlet alle O, bestaan,
zodat AT + mE +9C + @0 =0

d.w.z, Ao+ b+ Ve + ed,= O,
| 1

| 1

N+ 04 e d = 0,
Aﬁn% Mhn v n+' ¢ r 0

Dit ziJn n homogene lineaire vergelijkingen in 4 onbeken-
den A, w, v, ¢ . Z1j hebben een andere dan de nuloplossing,
als de rang van hun matrix kleiner 1s dan 4 (syllabus alge-
bra, blz.25). Deze matrix heeft de vier vectoren als kolom-
men; de motrix met die vectoren als rljen heeft dezelfde
rang.

§ 4. Lineaire deelruimtes in R, -

Bepaling 1.

Stelling 1.

Bewijs.

Bepaling 2.

Bepaling 3.

Voorbeeld,

Bepaling 4.

chrbeeld.

Stelling 2.

—>
In een willekeurige vectorruimte V heet de vector x een
: - -
lineaire combinatie van de vectoren Ei b, ...;0, wanneer

er getallen A, m,..., ¢ bestaan, zodat

X = AT + }ﬁ? to.ut g%ﬁ

Alle lineaire combinaties van een aantal gegeven vectoren
g
b

b2

cees E?vormen gen vectorruimte W,

Men behceft slechts na te gaan, dat, wanneer & tot W be-

hoort, ook A?’(vocr een willekeurig getal A ) tot W be-

hoort, en dat, als T en © tot W behoren, ook?? +*§ tot W

behoort,

De vectorruimte W, die uit alle lineaire combinaties van

Eifii ...;ﬁ bestaat, heet de door ‘E: Yi ...f? opgespan-

nen ruimte,

Wanneer de vectorrulmte W opgespannen wordt door de vecto-

ren 7?,Ei cees ?z dan vormen '?,wg, ...fg’een basis van W,

De vectoren Eﬁﬁx(ﬂ,Q,O),jgwgz(O,ﬂ,O) en'g'Ex(O,O,ﬁ) vor-

men een basils van R,. Laat namelijkﬂﬁﬁs (aq,ae,HB)“een wil-
. =2 . 3

‘ R . -2 -3
lekeurige vector zlijn; dan 18 a = a,e +a2e +ase .

Meetkundig komt dit neer op de ontbinding van'?llangs de

Py

drie cobrdinatenassen.
-3 -3 ey .
Le vectoren a, b, ..., ¥ vormen een lineair onafhankell jke

basls van de vectorruimte W, wanneer zlj een basis van W
vormen en onafhankelljk zijn,

E?ﬁ, 552 en'E?B vormen een lineair onafhankell jke basis van
RB'

k onafhankell jke vectoren in een vectorrulmte V spannen

een Rk op.
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4

i
Bewl js, Laat de vectoren &, b, ¢, d de ruimte W opspannen., Elke vector
sy

% " . 4 ,,.,,,.)
T in W is een lineaire combinatie van'ﬁz b, ¢, d:
i = ol .
K o= l\?r? S Y S S IO 9;‘.?.
“’" I 5
De vector x kan op slechts één wijze zo geschreven worden;
gtel namelijk, dat

- -
= AT + uTr 0 ede A Br pF + T4 o T,

- =
dan heeft men (A= XN) & + (= M) L g (v=vt) @+ (¢-9) d =0,

- - s
dus, daar @, B, O, d onafhankelljk zijn,
,A‘-A/\' m)A.-—}A’ m\c’ud’ mst’-—f’

Aan ledere vector ¥ uit W is dus eenduldig een rijtje van
vier getallen (A, i, v, ) toegevoegd, en omgekeerd,
s oy ’
Zijn aan p de getallen ij,pn,pﬁ,p&) toegevoegd, dan 1s

4 e - -3

L = p,a + pob + Dp,C + Py d, dus

g 2 3

- A -
39 + pud.
Aan AP ziljn dus d@ getallen (Ap

Ap mAp%?-&Ap;gé~Ap

Ap}, AD., , .Kp&) toegevoegd.

/}J
vliﬁ verder aan q de getﬁllen <q1’q”’q3’qu% toegevoegd, zo~

dat q q“7$+ 42b + q.C qud

dan is i‘Ef’ (p+a) T+ (pora,) B+ (pg 3+93) T+ (pyray) T,
zodat aan ﬁ +7? k>aetaller (p1+qq,...,pq+qa3 zijn toege-
voegd,

Vermenigvuldising van een vector met een getal, en optel-

ling van vectoren, gnan dus in W precles zo als in Rk'
Stelling 3. n onath;n&vll,ke vectoren 1n R vormen een basis voor Rr.
¥

. ey / , oy
Bewljs. Laat a, b, ¢, d onafheo ﬂ&@li}x@ ve toren in R& zljn, en x

een willekeurige vector in R, . Volgens @3, st.16, zijn

2,0, 5§ gﬂ'fhankelidk. )
A7?+-}ﬁ?+~u§”é-yﬁ?+w7i7z 0.
Hierin 1s ¢ #0 (anders waren ¥, T, &, 4 afhankelijk).
g A= uT = l‘f

;::-—G,(H—-..&T,—;;—
i
X 1is dus een lineaire combinatie van“ji b, ¢, d.

Stelling 4. Elke lineair onafhankelijke basls voor Rn bestaat uit n
vectoren.

Bewlis, Laat k onafhankelijke vectoren een basis voor R vormen,
Volgens §3, st. 16 is k sn onmogelijk. Neem nu aan, dat
k<n, Volgens de stelling 2 spannen de k vectoren een Rk O«
De vraag is, of deze Rk met Rm zou kunnen samenvallen,
Volgens §3, st.10,zijn elke k+1 vectoren in R afhankelijk,
maarp Rn bevat de k+1 onafhankelljke vectoren & ',e seren
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7?'k+q, De twee rulmten kunnen dus noolt samenvallen.

De dimensie van een vectorruimte 1s het aantal vectoren, wanr-

ult een lineair onafhankeli jke basis van die ruimte bestaat.
Uit de voorgaande stelling volgt, dat de dimensie ondubbel-
zinnig bepaald is.

Stelling 5. De oplossingen van een stelsel homogene lineaire vergell j-

Bewi}s.

kingen met n onbekenden, vormen een lineaire deelruilmte van
Rn (d.w.z. een vectorruimte, die in Rn is bevat).

Als}?z:(pq,...,pn)cwzﬁfm (qq,...,qn) oplossingen vaﬁﬂﬁet
‘ ) -

stelsel vergeli jkingen zijn, dan zijn ook p +‘§ en Ap op-

lossingen. (Ga dit na!l)

Stelling 6. Als de rang van het stelsel vergelljkingen, bedoeld in st.5,

Bewigs.

Gevolg,

r 18, dan heeft de oplossingsruimte de dimensie n-r.

Volgens de syllabus algebra, blz.24%, kan men in de oplossing
xr+1,...,xn willekeurig kiezen, Neemt men hiervoor achtereen-

volgens x =1, x, =0 voor t#s (s=r+1,...,n), dan vindt men de
n-r oplossingen:

- 1

.p = ( C,?,%,.-.’G/i[" q’ C\,..-,Q)
-0

p "= Coqseeeslnis O, Tyeens0)
~“3N=-1 - ~ ¢

p “(Cﬁ-r’,q,.."\W“ﬁ-—r’,r‘,w:o”.',o) ®

! a1 4 aar = .o = £ g aapy
De oplossing, waarin Xia ?r+1" sX, =3, i, wordt blijkbant
a “ﬁ 1 + A P <y N

r+ Tpyo P s TERD

(Pit 18 een oplossing volgens st.5, en z1j voldoet aan de

els),

Ie oplossingsruimte wordt dus opgespannen door de n-r onaf-
o — 3 M=

harkell jke vectoren p” ',..., p .

Uit st. 5,6 en 3 volgt nu:

n-r willekeurige onafhankeli ke oplossingsvectoren van het

stelsel, bedoeld in st.5, spannen de oplossingsruimte op.

Stelling 7. Een (n-r)-dimensionale deelruimte van Hn kan door r verge-

Bewijs.

lijkingen worden bepaald. Zij is dus de doorsnede van p
hypervlakken ((n-1)-dimensionale deelruimten),

Ik neem n=5, r=3, dus n-r=2. Laat een 2-dimensionale deel-
ruimte opgespannen worden door de onafhankell jke vectoren
...—’

a = (aq,...,as) en73==(bq,...,b5). Wij zoeken vergelijkin-

-m} -
gen sﬁxq+...+s5x5n0, wagraan a en b voldoen, Dan moet vol-
daan zijn aan

8,}3,} + ;u.."‘}"Sﬁde = ‘O
erestS.D. = O,
S4bq t 5°5
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Wij kunnen dit beschouwen als 2 vergelil jkingen 1n ﬁ1,...,3%.

Daarﬁ?Eﬂlzfamafhankelijk zijn, 18 hun rang 2. ZiJ hebben w

dus n-r=3 onafhankelijke oplossingen (a%,...,aé),(ag,...,sg),

(s%”,...,sg‘}.

De vergell jkingen s%xq
1

g% +...+8 0% =0
1% cehET

Lo b
*...?ﬁgXSmQ

s+, . BTN =0
1™ 575%

bepalen een H?, die??ens??tmvat en dus met de gegeven deel-
ruimte samenvalt.
Als toepassing bewljzen wij:

Stelling B.Wanneer in een matrix M een onderdeterminant H van nul

Eewigs.

verschilt, terwijl alle onderdeterminanten, die ult H ont-
staan door randen met een rlj en een kolom uit M, nul zijn,
dan 1s H een hoofddeterminant,

(Dit wil dus zeggen, dat dan alle onderdeterminanten uit M,
die groter zijn dan H, ook diegene die niet door randen uilt
H ontstaan, nul zijn, Het is duidelijk dat deze stelling
veel werk bespaart blj het bepalen van de rang van H),

Laat H ult de eerste r rijen en de eerste r kolommen van M
z1jn gevormd, Beschouw nu het stelsel vergelljkingen:

& X —_— =
Cjﬂk ,1+ + X )

8k =gk (k=1,...5n).

Omdat det.H #0, is de rang van de coefficienten-matrix der
linkerleden gelil jk aan r; verder zijn alle karakterlstleke
determinanten nul volgens onderstelling. De vergelijkingen
hebben dus een oplossing (syllabus algebra, blz., 21; de ka=-
rakteristieke determinanten heten daar Rk+1""’Rp)‘ Dit wil
zeggen, dat alle rijen van M lineaire combinaties zijn van
de eerste r rijen, Dan zijn r+1 willekeurige rijen afhanke-
11jk (g;;s, stelling 16). Hieruit volgt, dat alle determinan-
ten ult M met r+1 rijen nul zijn ( $3, stelling 17) .

Hoofdstuk 2.
Homogene lineaire transformaties

§5. Transformaties en matrices,

Bepaling 1. Een homogene linealre transformatie heeft de vorm

(‘1) 2 4% 0 8 %o s e o e B

ypmapqxq+..‘+a

n

pnxn ’

n
of, verkort geschreven, y,= %E: 84,5, (1=1,...,D).
=
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De transformatie (1) voert de n»vectov§?==(xa,...,xn) over
‘—"‘% ]
in de p-vector y = {yq,..,,yp).
Stelling 1. De transformatie (1) is volkomen bepaald door de matrix

. |
“11? *“1n

A = e e e .
3&’]’ "Japn

en omgekeerd,

Dewl js, Het is duidelijk, dat de matrix de transformatle bepaalt.
Wij behoeven nog slechts te bewijzen, dat dezelfde transfor-
matie niet bilj twee verschillende matrices kan behoren.

Stel dat bij A en blj] bﬂﬂ"""bﬁﬁ

B:: R EEEEE R

bpﬂ,....,b

pn

».é
dezelfde transformatie behoort, Dan moet voor elke vecter X
gelden:

b, K.+, .. +D

A, K, b, .. 4B =
daq%qt n¥n=P11%9

X .
mn

do 10 = ) . +D
a_.x +...+apnxn tpqx1+.. +b

p11 on'n*

Ik pas dit toe op de vector E’“z(ﬂ,o,...,o). Dan vind i1k:
8,.=b,.,...5a_,=b__. De eerste kolom in A en B 1s dus ge-
117 1 p__?m —
11jk. Door €5,...,€ 'voor x in te vullen, vind ik, dat
ook de overige kolommen overeenstemmen,
Bepaling 2. Wij stellen de transformatie (1) voor door dezelfde letter
A als de bljbehorende matrix, en schrijven haar

—
(1) y =A% .
(Let op: T is een p-vector, ¥ is een n-vector!)

Stelling 2, De transformatie (1) voldoet aan de betrekkingen:

(2) L(FA) =AT + AT,
(3) A(XD) = A(TD).
Bewl js. Door gewoon invullen, bijv,

84q(Pqray) ke tia g (pptay)=(a. 040 ke 40,0 ) (240 o 48400 ) -

Stelling 3. Een transformatie T, die iedere n-vector in een p-vector
overvoert, en de eigenschappen (2) en (3) heeft, is een
homogene lineaire transformatie,

Bewljs, (egeven is, dat voor alle vectoren ’yfen?geldt

NP +3) =P+ 0T T(AB) = A(TD).




oy
Voor een willekeurige vectov'E?gwlﬂt X = X

Ult de twee gegeven
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1 n

eigenschappen volgt nu, dat

T=1%=x, (0 )+ (7 T7).
stel T o =3 ,..., 1 BT (KK, ... ,85)
-1 - 1 P

Dan is dus v = x,3

toseotK @ )
P n

. | n
i t‘\ & Vi = @+laoob
Dit betekent yq xq 1 +~xna1 s
n
= S R R .
yp Xﬁap F nop

Dit is een homogene lineaire transformatie,

Stelling 4.Een homogene lineaire transformatie laat alle betrekkingen
van lineaire afhankelijkheild tussen vectoren bestaan.

Bewl]s, Uit

A()\?w‘» )ﬂ?»%

AATE) ¢+ (AT +

—
AT + fﬁg'+ VE =0

volgt

?) =47 =
V(A2 73*

bl J

) =

hetgeen te bewljzen was,

Bepaling 3. De som van twee matrices (leder met p rijen en n kolommen)

wordt verkregen,
op te tellen.

door overeenkomstige elementen bij elkaar

Bepaling 4, Een matrix wordt met een getal vermenigvuldigd, door elk
van zijn elementen met dat getal te vermenigvuldigen.

Bepaling 5. De nulmatrix
zijn.

is de matrix, waarvan alle elementen nul

Stelling 5. De matrices met p rijen en n kolommen vormen een np-dimen-

gionale vectorruimte,

Stelling 6. (6 A) T = c(AR).
(A +B) X =AT%+B

Bewljzen zeer eenvoudi

ey

o

X ¢
ig.

§6. Samenstelling van transformaties,

Beschouw de transformaties

Y1:8W1Kﬂ+....+aqnxn
ypmapqxq+,..+apnxn
zq bqqu ...+b1pyp
(8) ] covevennninnnnenns
zqmbqqu "'+bqpyp

n
of .?s A ?

p
of z)= 2 Pn1 Yo (h=1,...,9)
of Z=B Y
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) n n
Dan 18 zy= é_- b 20 = 2y Sk’
=7 = e
p

(*) met Cpi= ;E%—hhi gy (h=1,...,q; K=1,...,0).

sz C?ﬂkﬁ+""+cﬁn n .
(ﬁ) R R R Df’ th ;ﬁchkxk(hmq""JQ)
- =
Zq”“qﬂxﬂ+""+“qnxm of z= C X,

Bepaling 1. (3) heet de productmatrix van (1) en (2).

Z-CX=DB2aYX.

C heet de productmatrix van A en B; wilj schrijven C=BA.

Let op: A heeft p rijen en n kolommen; B heeft q rijen en p
kolommen; C heeft g rijen en n kolommen. A heet daarom een
(p,n)-matrix, enz.

Stelling 1. De matrixvermenigvuldiging 1s associatlef. D.w.z.: Is A een

Bewijs.

(r,q)-matrix, B een (q,p)-matrix, C een (p,n)-matrix, dan is
(AB)C = A(RC).

713 X een n-vector, V=t ¥, Z = B Y =(BC)X, W= A Z = A(BC)X,
dan 1s W= A BY = (AB) C X.
Volgens &5, st.1, volgt hieruit A(BC)=(AB)C.

Stelllng 2.0A=AN=0,
Opmerkingen, De matrixvermenigvuldiging is nilet commutatief, ook nilet

als g=p=n,
Ult AB=0 volgt niet, dat A=0 of B=0,
Geef tegenvoorbeelden!

Nemen wij in (®) n=1, dan is A een vectorﬂgi als kolom ge-
schreven, en C een vectorﬁ?, als kolom geschreven. Er staat

nu: D —» -
¢y = fg% bhi Ay of ¢"= B &

Zo vinden wij:

Stelling 3. Een homogene lineaire transformatie kan als matrlxvermenig-

vuldiging geschreven worden, mits men elke vector als een
matrix van een kolom beschouwt.

Stelling 4. De matrixvermenigvuldiging is distributief t.o.v. de matrix-

optelling, d.w.z.
(A+B)C=AC+BC en C(A+B)=CA+CB,

‘mits de producten bestaan,
Volgens §5, st.6, is
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(A+B)C® = AC X + BC X = (AC+BC) X.
C(A+B) P=C(AR+BX) =CAR +CBX

(&5, st.2) = (CA+CB) X.

é?. De inverse van een matrix,
' In deze paragraaf beschouwen wij alleen vierkante (n,n)—matrices
en n-vectoren,

Bepaling 1. De transformatile I??:m”? heet de identieke transformatie;
d

o

matrix I(aiimﬂ, aiKzO voor 1#k) heet de eenheildsmatrix,

Stelling 1. IA = AL = A,

Bepaling 2. De transformatie E?x A x heet singulier, als det. A = O,
7Z1j nu det. A #0, Lost men uit de vergelijkingen

Yq=8qqXqte a0 Xy
(1) e
:‘{n:ﬁnﬁlxq'*. . .'H?lnn n

de onbekenden x

4""’Xn op, dan vindt men
n m
ki
(2) x,= ; b, v,, waarin b, = ,
1 ik Yk ik det A
en my de minor van a,,  1in A voorstelt.

1K

(Syllabus algebra, blz. 19).

Bepaling 2. De transformatie (2) heet de inverse transformatle van (1).

De bljbehorende matrix B heet de inverse matrix van A; wl}

schrijven B = a7t
Stelling 2, Elke niet-singuliere matrix A bezit een inverse A“q. Men
heeft AA™ =A™ A=I.

Stelling 3. De elementen bik van de inverse matrix van A zljn

m
ki morin 3 ir
bikx o n s waarln moy de minor van a4 in A voorstelt.
Stelling 4. Zijn A en B niet-singuliere n-matrices, dan is (AB)"q=
= g~
Bewi js . (aB) (B~ A" =a(BR" Y~ Yenza™ Yean~ et

Stelling 5., Is B niet singulier, dan 1is de rang van AB en die van BA ge-
1ijk aan de rang van A.

Bewl s, Stel BA=C, De stelsels vergelijkingen
—> >
(1) AX =0, (2) c X =0

hebben dezelfde oplossingen, want ult A'E’amg'volgt B(A”?)xo,
en uit B(Aﬁﬁhzo volgt A X =0, (syllabus algebra, blz.25).
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Is r de rang van A, dan heeft (1) n-r onafhankelijke oplos-
singsvectoren, dus (2) eveneens; de rang van C 1s dus r,
Stel AB=D.Een stel van n-r onafhankelijke oplossingsvectoren

. A °
van (A‘) noem il«;“? ‘,-”;’{? n p.
-1 = | | .
Stel B v i'm ?1 (i=1,...,n-r); dan 18?)’3}3 5 1. e verton
- —>nar ﬂ " }
Ten ¥ ye.., zijn onafhankelijk volgens &5, st. y
Laat P een oplossing zijn van

(3) DY =0,

Dan is 9“3375’, dus AB P = 0, zodat B P aan (1) voldoet,

Volgens @24, st.6, is dan B'ﬁ’een lineaire combinatlie van
=1 = n-r,

V’.c 3 o
BY = AT weA To-r
1 N-r
- 1 - -
T=ABT Y +.+a BT
- 1 Ner
P=A T b AT

Iedere oplossing van (3) is dus een linealre combinatie van

3742...,—3}D—P. Hieruit volgt, dat D de rang r heeft,

& 8. De productstelling voor determinanten.

Beschouw de determinant, die gevormd is uit 4 vakken; in het vak
links boven staat de matrix A, rechts onder B, rechts boven O , links
onder - I,

: : ) 0
#1181 o -

d . 8n,!..amq ) @]
-1 0 bqq'° bﬂn

n ® — ..
- 1 bnﬁ" bnn

Iedere term uit d 1s, ook wat het teken betreft, gelijk aan het
product van een term uit A en een term uit B; omgekeerd komt elk van
deze producten in d voor. Hieruit volgt: d = det A det B, Vermenigvul-
dig nu de (n+1)® rij met 8,4, de (n+2)€ met 8,5, €nzZ., en tel ze daarna
bij de 1€ rij op.

Vermenlgvuldig vervolgens de (n+1)e rij met a
en tel ze daarna blj de o€ rij op.

Zo doorgaande berelken wij, dat links boven O komt te staan, ter-
wijl rechts boven de matrix C=AB komt,(zle §6, formule (*), met verwis-
seling van A en B).

e
pqs de (n+2)~ met 8559
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@ B & @ Oq W ® Ct{:“
0 0 11 n
d = e Comuns
0 O n1 nn
- 0 D,.seoodD
11 1n
0 =1 Doseeslb
n nn

Ontwikkel 1k deze determinant achtereenvolgens naar de eerste n

kolommen, dan vind ik d= det C. (Ga na, dat het teken klopt!) Bijgevol:
is
det AB = det A det B.

Stelling. De determinant van het product van twee matrices is gelijk
aan het product van de determinanten van die matrices.
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Hoofdstuk 3

Vectorrekenine in

€9. “ﬁlhliryezt in de ruimte,

Eepaiing 1. De

waarde van de vector a = /’ﬁ,uwpum)

«/ ”"'“? A R a1 . g \

ig a, +aj + a, . Men stelt de lengte van a voor door a\
$"""3’v&;v ) ‘

Let ow:i a‘}zs geen vector, maar een getall

Bepaling 2. Een draaiing om ¢ is een afbeelding T van de ruimte op zich-
zelf, dle de volpende drie elrenschappen heeft
. TOVR) m#utvP«$ en leder petal A,
1. (0
1rr. |1 ¢ l=h '
Opmerking: Het 1s duildelljk, dat een draaiing in de gewone zin van het
wocerd deze drie eifenschappen hoeft. De bepalingen 1 en 2 hebben het

voordeel, dat zij direct tot R_ uitgebreld kunnen worden.

Stelling 1. Iedere draaline wordt voorgesteld door een homogene linealre
trangformatie. Dit velgt ult &9, stelling 3

Iy

WiJ kunnen T dus schrijven als
I Caqd, + 0 PEP S
(1) Yp = Coqiiy 7 CoXs 7 CooX o
D DS
)%

(cqqaﬁ\ tCoploy T UL D RPN S S
i ' £ X

) 3 1 te Tty
Dit moet gelden voor iedere V@CYCW“?z*XJEj vinden dug:

Stelling 2. Nodig en voldoende, opdaf

om O voorstelt,K is

de tronsformadt

(w) een draaling

2 2 ” : , -
Chq + Coq * €L, =1 ChCa, 4 Co.Co + CCo, = O.
> .
.+ ch., =1 C,aC t CypChr, + C,,0C = 0
;‘ j}"x 1171 3 :\,3 ‘M,*’ ‘~ 39 fbj .
2

o
o
_—
¢
O -3 PO
no
, + .
le
AN TOMND N

&)
e
+
o
iz
-1
O
-
e

C

i
Lad
3
. Y
™
U
“
-3
e

13

-



Stelling 3. Nodig en v

om 0O voorstell, ls

i
Ll
PR
3
5
~
w“d

Hoerin stelt ¢ de

dlagonaal ontstaat,

(5”} cet = I,

Opmerking.
met (3). Evenzo is (5)

Al

de rijen van C,

(7) ci, +

s [

-~y Yy
o £ .
—_ A

"J} 3 1 A*\

[ ¢

T - P T |
Len moitrlx

qu C,on 1

“32 %33,
matrix voor

die wan () voldoet

equivalent met de anal

i
i
fe]
o
Y
-+

Bijgevolg is (2) eaqulvalent mct (7).

De draalingen C, wazrvoor det, ¢ = 1, kunnen

telt verkregen worden;

det. C = ~7, kunnen nict continu uirt de identitelt
Is (1) een droaicp.r el
draaling en 3 cen spie

yﬁ = C«’lﬂ 1

(D) N T T CagX,

i

(S) Z,

yqj e

!

213 heten cipenli ko dra

nldoende, opdst de transformatie (

»‘
s
-
~
o
3
"
o
s
o]
48]
g
5
e

De betrekkingen (2) tussen de kolommen van
betrekki

continu

ingen,

ine . drv ove o , .
bing, devoin SERR

- O K - C X .
)« . 1)
Pt " o 17
n B Lo I Bt A S
= I 3 )

§Q?®. Het inwendlige product van twee vectoren,

Voor willekeurige

e e Y 2
1B -3V = (p, - a)°

o) b

i

4
oo+

+q

[+ S
P D
pg by

212

i ‘
veetmreniﬁ en q geldt:

" ”
+ (pz - qi;;})& + (@j - Q:B)M

2 2 2 2
S QL 0L f QL - 2(p,C

- 2(p,a, *+ PO, *+ Poa,).
? F} [ SO 3

ooy T

T

I

b

%

n de hoofd-

equlvalent
(7) tussen

uit de fdenti-
rene, Waarvoor

verkre.en worden,

R -



Eepaling

o

1. p..a
171 N
van g en o,

in d).

inwenduyyg

T‘ . o)
Loa - {\ L)

ey g
17 e |

o de hoc

0P = p,

cosinus

e product van tw

06 =

Jous

+ Pyds heet het inwendige of

en wordt

aealairg §?Q&3ﬂ§°
steld ﬁomﬁ p Q (spreek uit: D

oL iZie. S22
2 =|p| 2+ |d]2- .4,

VOoorge

veetoren is

invaeriant bij

Yo - -
wiosrmatie,

conale transformetie zijn, dan 1is volgens

Y ;

ey o e o geetamey ot sy ‘{_}

VOCT Lde [V S ORI S oEn .g;
preg el

S 4 N e N
s L \,;) B i" k;n - DG

Was

—dy e nu?
K tus en d, den 2.3 =183 cos .

-
95

P

) . B T ) . y P oy N

Stcllinge 3. pog = 0O 1is uwivalent O of PLG. (v&r%e*
11jk syllabus

Stelling 4, Voor het inwendirce de rekenregels.

N v e Te 3 o or
URTE Ly
Bl Sl S8

. 2T
Loe Ded = .0
ey -
e \
T, [ A ;;} ol s\

. Im TI komen
dot nnt
Men schrijfit

cindproduct

Vo

cle e roorten

van vermenigvuldiging

hiervoor wel O .

oarlie vecer

Stulling 1.

Bewl is
e ———

|

1 2,%,¢

vectoren &,b,¢ verstaan

s ommen heeft.,
< N ?} het wordt voor-

Is A een
s

;"‘i(\ A * 3 [%
In het re

zilet

coroduct!)

Lit te schrijven,



Stelling 3, Het condoroauct van drie vecioren ig invarisnt bil) ¢igen-
- . !
boke ar irnoen,

ben drie=

sitief peoriénteerd,

atief reori®nteerd,

van viervlak ARCD
e S

A, ALy Sl wordt

o oy ) rmé
}C g N 3 - 1 w
. !

-

y o= s ! - 1
| SR S CHNP N B
' b3 S

[ €2}
ot
P
ot
o
Youd
i
.
D
>
o’
?
-
4
ot
‘
o
¥
-
3

P R R
P LCN VICPVLGK

MARY O ‘{\ VY vary i aas ) ine var, Fweo %« ~ ey i{- o

wVerT cL)overW isoe LIy W I Twe o JRRE ¢ E, untcn,

TN e i 9 T 4 o T ey ey o -~ PEERE S ST 1o v ) - 1 pom g o I § v o 1A
Bewlis, In de lastste determinont wordon twee kolommen verwisseld,
B

éﬂﬁ. Het ultwendipge van twee vectoren,

kan geschreven worden als

el
b

i
-
.
.

R ANl o ":’ “ “? RS
corproduct van o oon L 8

<
-

{(spreck uit: o uit b).

e 174 iy I~ B SN o
Stelling 1. c) = (% x v).c.
SAACETR AL A

e I N Ny ey p e oy e
an defe paragrasl,

Stelling 2, Een

twee vectoren over in het uiltwe s

ct ultwendige product van

oy o - o 2 SIS e P I P o e T Yrer A
vectoren; In formule als ¢ cen ¢ilgenligke d

(B x (6F) = o(F 2 D)

;'\

Hulpstelling.Als voor iedere vector X geldt o.x = O, dan is X = O.

-] - . n fa PR,
Bewlds. Dit volgt uit gi.a =0, dus a, = 0 (i = 1,2,3).

Bewljs van stelllng 2. Volgens @ﬁﬁ} stelling 3 1is

(1 (c Z,09,0 %) = (5:%??) voor icderc vector X,
(2)

((cB) x (¢B)).(cR) = (R xB).X (stelling 1).



(%)

Stelling 3.

Bewiljs.

Stelling 4.

Bewljs,

Stelling 5.

Bewl js.

Opmerking.

am IT 19

(§9, stelling 1).
((c7) x (CB).(cT) = (¢(FxT)).(CF) (uit (2) en (3)).
Daar ¢ % een willekeurige vector is, volgt hierult volgens

cde hulpstelling
(cF) x (CB) = (7 x Y.

A e —‘l‘> 1 g4 i 3 %‘ g =
71iin 2 en ¥ afhankellijk, dan is d x b = 0 en omge ekeerd.,
— — . " . . , T - - e
7ijn A en b onafhankeligk, dan 15 & x ¥ loodrecht op het
—ee andy
vlak, dat door @& en ¥ opgespanncn wordt,

—, — .

Uit tepaling 1 volgt direct, dat o e¢en b dan en slcchts dan
. v R
afhankelijk zijn, ols & x b = 0O,

Neem nu san, dot a en U onafhankolijk zign, en stel

> e e
X b= V.
VA= (TxB).T= (353 =0

(determinant mct twee geligke kolommen) . Evenzo blijkt
—y . e - TR
v.h = 0, dus v1d en v.4i¥.

Y —> . - ) :
Zijn 20 en b onafhankclijk, en is v = a x 1, dan 1s de dric-
poot a,b,v positief georiinteerd,

Py e N e

(a,b v) = (7 x ).V = V.V = ]vf > 0.

Is vV = a x ¥, dan is ]V”\ﬁ het oppervlak vean het paralle-
logram, dnt 4 e¢n ¥ als zijden heeft,

Laat @ de hock tussen a2 en b zign, dan 1is het bedoelde op:

vlak
T IT = cos g =N P ° -
ﬁff?‘ + ab + &b e

I\/»-_.—--Q..-—‘.‘.- .,lr y
< L‘L‘/I + E

|
—
.
o
[ox
.
it

™ . T S T . , - o . i — .
Door de¢ stellingen 3,4 en 5 ip de vector a x L meetkundip

5

volkomen bepaald.

Stelling 6.

-
Stelling 7.

Bewl js.

Voor het uitwendige product gelden de volgende rekenregels .

- - :
= - (p x §¢) (nict commutatief!).

- e

- = >
Y =p x4 +Dpx o,

Deze regels volgen direct ult bepaling 1.

i ey S - Bew e ]
1

-3 -%
Ab x¢) = (ax V). = (4a,b,c).

e iny

Ed 32 = (F.1.9).

a
Z(Vx3) = (bxd).T=(v



Stelling 8,

Bewl js.
Stelling

Bewl ds
R AR S

[

L
it

Bijzonder ¢ val T - (AT

Stelling 1C. (=
Uit

tecerd viervlak

negatiel te ncwen

dan drukt zij

3. Opgove.

rametervoor-

o A
telling x = p + Az

{z’ﬁ

en het viak met vergelijking b.x = ¢,

e

Oplossing. Stel, dat -w'“ codat q =
T+ A {” . kan men A,
berekenvn,



= b)) ¢en

van e €n @ ’

Cplossing. 1l van A en B 1s locdrecht
¥ ois dus cvenwijydig aan die

rametervoorstelling luidt

zijn €en punt P ¢n twee lijnen 1 en m, met para-
. ‘ o — - iy e - ;
metervoorstelling X = g + AT, resp. X = r + AP, Bepaal

de very clljking von het vlak o door P,

" \

L, JUS evels=

verpell jking ult, dot o,b
viak door O enfl o

6. 'n P en twee vlakken o (Z.% = b) en
~3(? < - verge lijking van het vlak door F en
de snijl .

Oploasing, Alle vlnakken doer de snljlijn van & en y vormen een viak-

de o vilukken van deze wealer hebben vergelljkingen

behoort bij A= Aq M=

. . , iy iy ey :
P moet ir it dus A (7P = b)) + e (cp = d)=0
i ' )

ool e } v oA A -
rereeten X :\,3 “h ),,«k1“9 dan vin
\é?,ri 1 H W

’w-} i " "

eLp - ) 0.

cldoende, opdot de lijgnen 1 en m, met para=-

T. Stelling 2, Nedig en
) o vy iy RS oy, o iy . } .
meterveorstellingin X = p + A0 en X = q + &b, in een vlak
gy ey )
liggen, is det (a,Lt,a - p) = 0,
fm TR ey ~ s
Bewijs. (35b,9 - p) =0 is
]

e sl ; ’ 3 i Sl oy - 3y
- p afhankell ik zign, dus dat of = en % Arhanke -

Lijkwaardlig met de voorwaarde, dat

11Jk ziin (dow,z,
1s van 3 en T,
ltan tepalen

DLt bete

.
Z0



Oplosgsing.

pmerking,

R A BN
formule (a'x b))~ = =

9. Cppave,

Oglassing.

Gegeven ol in twee

e

kan

P )

R W«* o 5
Fen vector X drael

heldsvector 4., Tru

Ontbind ¥ in een

- \&\x.?{‘?;

compon

Iijnen 1 en m,
o iy
;{ en z’; e C{ e M- i )}

met paramet
., Bepaal de

(op m) be

e SN S A4
)\;‘*‘} = 5/{\«”’ X i).

rinden wij

kend,
vereenveoudigd
! EEs]

{ \5? 12,

t over e¢en hoek ? om de ag

stelling 8 en Q).

k de zo

ssoseelth
ent p langs & en een

-
I T | oy - o
Stel © = AT, T = X - A7
W EAAT = 1, volgt hie

RS

b1

P 1 4 'N"
over 1n r,

draa’

s
1

™
e

1 en m di

chtereenvolgens inwe

€N

‘ -3
ve?kregen vector ¥

LN

We o

grvoorstel-
punten, waar

¢ 1iljnen snijdt.

rilw ren b i o
-
i ey
+ o b7, RS L&

codat

1 bercekenen:

worden met behulp vean de

eI rd -3 %
e ol 1 ) »

onverande 1"“1’

lipt 1n het vlak locdrechr ;
. ; ; -3 ey - | =
hicr ligt cok © x q; ; aox 3 =)0 3 .

componenten van

2

vern, vindt men de

PEIFR S P T
varn Cayley de

VOoor

transformatie. (Werk

-y
yoult

te schrlj-

parametervoorstelling
algemene orthogonale
dit ult!)
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Hoofdstuk 4
Codrdinatentransformatics, Eigenwaarden en elgenvoctoren,

§16. Cotirdinatentransformatics,

- b b . , h
Laat uw, v, w dric onatfhankell jke vectoren in RB zljn., Volgens

” PR 1 el
4, st, vormen z1J cen basis voor R d.w.z., elke vector ¥ Kan wor-
» »

o "% &
den geschroeven ols
R s . e
(1) X = x,'u + X'V o+ X' W,
&

1 3

Men noemt x,',Xx,',Xx,' de componenten van ¥ in hct codrdinatenstelsel
‘_“&;
(u, v,?ﬁ) Is x = 0X, dan hcten xﬂ’,xq',xsl ook de cobdrdinaten van X
i [
i
in het stelsel (T, ¥, ).
Opmerking. X,,X~,%, 2tjn dus de co¥rdinaten van X in hct stelsel
JPMETEIng. Kq0%p0 ¥y
e - - .
(w Py P )-

1) kan ook in de volgende vorm worden geschreven:
D [

X, = uqxﬂ’ + v1x2 + w1x3’

(1) Ky = UpX,' o+ VoXo! o4 WEXB‘

x3 = u3x1‘ + VBXE' + w3x3

of

(1") T-s5% ,
waarin u, v, W,
S = U, Vo W
UB Vj W3

(E? 1‘24 2-34 3)

(1') heet de codrdinatentransformatic van het stelsel s ,€

naar het stelsel (ﬁf'§t"ﬁ).
Stelling 1. D¢ cofrdinatentransformatic van hct stelsel (54 1;3* 2;5? 3)
naar het stelsel (u,ﬁ?'ﬁ) is homogeen lineair., In de kolommen van de
transformatiematrix § stzan de componenten van de nieuwe grondvectoren
W, T, W, det S # 0.
Opmerking., In (1), (1') en (1") stellen X en X' dezelfde vector
voor, genomen ten opzichte van verschillende cobrdinatenstelsels,
Bepaling. Een cotrdinatenste :lsel (Et 31‘%) heet Cartcsiuch als
E? 1? en W drie onderling loodrechtc eenheidsvectoren zijn, (u, v, 13)
is du& Cartesisch, als hq{ = ]v ‘x \«,2: 1 en u, TV = T *4..7f w= 0,
tallin& 2. Zijn de 'beide stelsels (e ﬁ,E* 2,@ 3) en (ﬁt 7 W) carte-
sisch; dan is de matrix S der codrdinatentransformatic orthogonaal,
Baw gg;mpiﬁ volgt direct ult §§9, 8t.2 ¢n 3, bep.3.
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3 “’" A
Laat Epm Ax  cen homogence lineaire transformatie zljn en 8§ een

, e -1 ! —p
cobpdinatentransformatie, zodat X = 8Sx', E?m Sy . Dan is vy ™

- - - i
=3 4?“& 3 ! A&*m S 1 AS?E+ ., Hicrult volgt
el

Stelling 3. Do transformatic 3 = AX krijgt in het stelsel (U, ¥, W)

de vorm
-~ - — 1
y' =95 | AS X R

) , e e
waarin S de codrdinacentranstormatic van het stelsel (e q,c 2,@ 3)

naar het stelsel (ﬁ?'ﬁf’?ﬂ voorstclt.

§16. Eigenwaarden en eigenvectoren,

il ‘ Y
Bepaling 1. Een van O verschillende vector v, die door de homogene

lineaire transformatic A met cen constante A vermenigvuldigd wordt,
heet een elgunvector van A, A heet een eigenwaarde van A,
Voor du eigeanctor'Vq ouldt dus:

AVq ==

a v S PP 351
1 1

@ & ¢ ¥ 6 3 % & ¥ ® BB &I B0

v
mn n

(1)

A% a v L S 32| v
) n S “n1 "1 nn n

of

(ayg=2) vy + 250 Vo Feereennt 2, V= 0
Aoq Vg b (BppmA)Voteaiis g, v = 0

(2)

® 8 5 ¢ ¥ b B Y OB T M B P B O PG s 8 s DS

a Vy t 3,0 Vo ot """'+(ann';\ )Vn = 0,

n e fas
Men kan (2) ook schrijven in de vorm
—
(21) (b -2 1)7 =T

De vergelijkingen (2) hebben een oplossing dic verschilt van
2.7
= 0, als

244 -2 Bgp eeeeeeenelgy
) 854 Bpp= A eernenenefng o
an;} ang e ® 9 @ ® e e o 8 @ lb}_ﬂn“)

of, anders geschreven
(37) det., (A-AI) = 0.

Bepaling 2. (3) heet de karakteristicke vergelijking van de matrix A,
Stelling 1. De cigenwaarden van A zijn de wortels van de karakterie-
tieke vepgelijking van A. o
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Stelling 2. Is A 4 €en cigenwaarde van A, dan zijn de bij‘a 1 behoren-
de elgenvectoren de oplossingen van

(%) (A -2, D=7

Opgave. Schrijf (4) uit in 4. vorm van (2),
Stelling 3. De cigenwaarden van A zijn invariant blj codrdinatentrans-
formatiles.

o=

Bewlijs., 21J B= 5  AS,

-1 as -

B-DT = S AT = 5™ (a- AI)s.

it

det (B-NI) = dct (A- ATI).

D¢ karakteristiceke vergelijking van B is dus dezelfde als die van A.

Stelling 4, Icdere clgoenvector van A paat door de codrdinatintrans-
-1

formatie S over in cen cigenvector van B=S§~
waardae,

Bewljds, Dit volgt onmiddellijk uit het feit, dat B dezelfde transfor-
matie voorstelt 2ls A, maar op het andere colrdinatenstelsel. Men kan
het ook nls volgt narckonen,

AS met dezelfde eigen-

e 1 e '
Stel AV =h ¥, v, en V=387 , dan 18 B = 8”1 as¥= 5" A7=
= s AT - """x pid

w")
Stelling 5, Evn nodipge on voldoende voorwaarde, opdat ¢ 1cen clgen-
————— e il
vector van A is, luldt, dat a,,=...=a_,=0., D¢ bilJj ¢ behorende clgen-

n4
waarde 1is dan ﬁq1

Bewi gs. Substitueer ° voor ™V in (2).
-—-&n

Onderstel nu, dat L do n onnfhﬂnkclijku higCDVuCtOPUN~#q,...,
heeft, Voeren wij deze¢ als nicuwe grondvectoren in door de codrdina-
tentransformatic S, dan heeft volgens st.5 eon §15,st.3, de matrix
B=S~" AS de vornm

}\1 u 0

(5) 0 ,
P 0
Q- 0O An

waarin )‘1""’2r1ﬁ“ elgenwaarden van A zijgn, Wij noemen de matrix 5
de diagonaalmatrix (3,1,...,) n)’ Zo komen wij tot

Stelling 6. Heeft de matrix A n onafhankelijke eigenvectoren, dan is
"er cen matrix S, zodat S™' AS de vorm (5) heeft, en omgekeerd,
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Niet 1edere matrix van n rijen en kolommen heeft n onafhankelljke
eélgenvectoren,

Bijvoorbeeld: de matrix (" 1

0 1

7ulk cen matrix kan dus nict door cobrdinatentransformatie op de dia-

) heeft alleen de elgenvectoren (vq,O).

gonaalvorm worden gebracht.

Stclling 7. De eigenvectoren, behorende bij cen bepaalde vigenwaarde

Aq: vormen een lincairce deelruimte ven Ry

Bewljs, De eigenvectoren, behorende bij A 4» 2ljn de oplossingen van
(2), waarin 3, voor A gesubstitucerd is, Volgens §l4 st.5, vormen
deze een 11nb3irt deelruimte., %

Stelling 8, Behoort blj cde cigenwaarde A 4 vED k-dimensionale deel-

ruimte van cigenvectoren, dan is 2, cen minstens k-voudige clgen-

waavrde van A, '
Bewl js., Laat_?q,...ﬁ?kiﬂmHWmnknlijku elgenvectoren bilj de elgenwaarde
}4 zijn, Vour ¢on cofirdinatentransformatic S ult, waardoorfyw,...fak
de cerste k nicuwe grondvectoren worden. Volgens st.,5 1s de matrix
BmS“q AS zo gevormd, dat in de eerste k kolommen overal } in de
hoofddiagonaal en O buiten dc¢ hoofddiagonazl staat, (Teken ixg matrix’)
De karakteristieke vergelijkinz van B is dus declbaar door (A - )ﬁ)
Volgens st.3 is dit dus ook het geval voor de karakteristieke verge-
1ijking van A.

Opmerking. Uit hcet voorbecld na st.0 blijkt, dat bij een k-dimensio-
nale ruimte van elgenvectoren cen meer dan k-voudige eligenwaarde kan
behoren,

Hoofdstuk 5

Kwadricken,

@ﬂ?. Omwentoelingsopperviakken,

Stelling 1, De vergelljking van het omwentelingsoppervlak, dat ont-
staat, door de¢ kromme X,=0, f(xq,XB)zo te wentelen om de Xg-as, luldt
f(+VxﬂE+xq§,x3)mO. '

Bewljs. Laat P(g? ,pB) ¢en punt in het vlak x,=0 ziljn, en Q(qq,qg,q3)

het punt, dat uit P ontstaat door draaling om de XB—?S over cen hoeky
;3 dan is

qf}”.pqccs\P:Cig""pq Sin\g’qB'—'pB;

en ompokecrd

pq“_’*’_ VQ@ +QE': meQB‘
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Ligt P op de kromme X5=0, ?\xﬁ,x )=0, dan ligt Q op het oppervlak
(4»qu§+x29,x3) 0. Ligt omgekeerd Q op dit oppervlak, dan ligt P op

de kromme Xm0, fx,,%, i~9 L2

Voorbeelden., De ellips wiw + ;1ﬁ = 1 geeft door wenteling de omwente-

lingsellipsoide

, .
(1) b = L

i

De hyperbool - aiialia - T 1 geeft evenzo de eenbladige omwentelings-

hyperboloide mwen%elingshalsvldk)

0
2+x52 X, <
2 3 1

2 c "

a C
o 2

X
De hyperbool —3? —%— -1 geeft de tweebladlge omwentelingshyperbo-

o
ey

(2)

loide (draaitwBeblaf)
X,12+Xd2 XBQ
(3) 2] - ) = -1,
.a c
9

De parabool — = BXB geeft de omwentelingsparaboloide (vaas)
(%) —— = X5,

%18. Algemene kwadrieken.

Door de transformatie xqzxq’, Xp= % xq’, Xy= 3' (samendrukking of uit-
rekking in de richting van de Xo~as) ontstaan ult de omwentelingskwa-
drieken achtereenvolgens: )
De ellipsoide X 2 o] )

(5) 1 + 2 + g = 1,

De eenbladige hyperboloide (halsvlak)

2 2
X X X
1 2 3
(6) t = - == 1,
a® b»°  c°

De tweebladige hyperboloide (tweeblad)

2 2 2
X X X
(7) —pt -
a b >
De elliptische paraboloide (ellipsvaas)
x, 2 x.°
1 2
(8) + = 2%X,.
; a° b2 3

De doorsneden van het oppervlak (8) met de vlakken Xo=k zljn Eongruente
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2
2_,,.2 2
w2A xB, XEmO, met ziJjn top

gx

3
glijden langs de parabool x,=0, Xﬁﬁm—ab 3 dan ontstaat:

parabolen, waarvan de toppen liggen op de parabool xme, x22w2b
Laat men op analoge wijze de parabool x

De hyperbolische paraboloide (zadelvlak)

Le] )

xq“ X,
(9) ) e T L S
a® b° 3

§ﬂ9. Rechte lijnen op kwadrieken,

Stelling 1. Op het halsvlak (6) liggen de twee stelsels rechte 1lijnen

X KQ Koy

Alg +2) =00+ )

L Xy Xy X,
Mg =) = A0 - %)

X X X,
PlL-2) =61+ )

1I X,! X3 X2
O_(T— +*5——> = fo("l - -E—),

Bewljs. Door vermenigvuldiging van de vergelljkingen I ontstaat (6);
evenzo met II.

Stelling 2. Twee lijnen van I krulsen elkaar; evenzo voor IT.

Bewijs. Iedere 1ijn uit I snijdt de lijnen

b

Xq 3 e X X Xq
1(?y.+ = = 0, 1+ Tf = 0) en m(?r - = =0, 1 - + =0).

l

viak liggen. 1 en m liggen echter in de evenwi jdige vlakken T? = + 1,
en zijn zelf niet evenwljdig. Zij kruisen elkaar dus,
Het bewijs voor II gaat net zo.

Zouden twee lijnen uit I in een viak liggen, dan zouden 1 en m in een

Stelling 3. Een I1ijn uit I en een 1lijn uit IT ligegen 1n een viak.
Bewije. De 1lijn I 1ligt in het vlak

X

TG D B e a D A0 P e

De 1lijn II ligt in het vlak

AP D - 0 PR ATE D - o - B o,
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Deze viakken vallen samen,

Stelling 4. Aan elke 1ijn van I loopt €én 1lijn van II evenwijdig, en
omgekeerd,

Bewijs, De richtingsvector van de 1ijn I is

(,«2-:@ 2 ) i
’ ac

/((}%."’_ }2)
be ab ’

»

die van de 1lijn II is

(PQ-G‘Q 21’06‘* p2+0,'2)'

be * ac ? an

Daar [ en (" met eenzelfde factor vermenigvuldigd mogen worden, mogen
wij aannemen, dat bij evenwijdige lijnen de richtingsvectoren samen-
vallen, Dan is

R2-a® - W PAR, PIAML,  PPaRe u PR,

Hierult volgt (3 = i/L{, G = i<A . Belde tekens geven dezelfde 1lijn.

Stelling 5. Op het zadelvlak (9) liggen de stelsels rechte 1lijnen

X X X X
1 2 1 2
{ P @77 ) o= 2 AL {0(3; - 1;) =20
I 11
| X X X X
1 2 4 2
t/“"(“é“ - T) = ;\ XB. G(*’é" + -E—-) = {D XB.
X, Xg
Stelling 6., Alle lijnen van I lopen evenwijdig aan het vlak = t 5 =0,
X ¥
Alle lijnen van II lopen evenwijdig aan het vlak 7; - T? = 0,

Bepaling, Le in stelling 6 genocemde vlakken heten de richtvlakken van
het zadelvlak,

Stelling 7, Twee lijncn van eenzelfde stelsel op het zadelvlak kruisen
elkeaar,

Bewljs, Twee lijnen uit I zijn belide evenwljdig aan het vlak

" + 2 0 en snijden de 1ijn ° " - : ' g

+ tr = ‘ le 1ijn 1(7; -+ =0, x3m0), die dit richtvlak
snljde.

Stelling 8. Een 1lijn 1 uit I en een 1ijn m uit II snijden elkaar.

o

BewlJs. Analoog als voor stelling 3. 1 en m kunnen niet evenwijdig zijn,
daar z1] dan belde evenwijdig moesten zljn aan de snijlijn x

‘ qzxzmo der
richtvlakken. Uit stelling & volgt, dat dit niet kan,
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?2@. Kegels en cylinders,

Hiertoe behoren:
De kwadratische kegel

2 2 2
(10) v, %,
) P c *
a b c

De elliptische cylinder

X,}Q Xf_;‘2
(11) — + = 1,
a® b

De hyperbolische cylinder

2 2
X'@ X2

(12) -
a

De parabolische cylinder

“y

(13) X,i‘” = 2{)7{2.

@21. z algemene vergelijking van de tweede graad,
Wij willen trachten, de vergelijking

2 2 L2 -
(1) B49%q7 F appXpT £ 84T 4 20,00 Xy + 28 ,3% Xy + 253K 4
. O 2 . -
4 anqxq + L CHQBXS + a6 = 0

door cobrdinatentransformatic zoveel mogelijk te vereenvoudigen. De
coefficlenten worden retel ondersteld. (1) is te schrijven als

2 3
1) ) a,, X, X, + 2 a., X +a__ =0,
( T ik 1 Mk E;; oh *n ¥ %00

De eerste som in het kwadratische gedeelte; wij nemen hierin B41=8
De tweede som is het lineaire gedeelte, 250 de bekende term. Eerst
voeren wij een assendraaling uit naar cen nieuw Cartesisch stelsel.
Daar deze door een homogenc transformatie wordt voorgesteld, voert zi]
het kwadratische deel in het nieuwe kwadratische deel, het lineaire
deel in het nieuwe lineaire deel over, terwljl de bekende term invari-
ant blijft. Wij beschouwen eerst alleen het kwadratische deel. Hierbi]
behoort de matrix

Ll
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Stelling 1. Door de cobrdinatentransformatie S gaat 2_ 8, X, X,
‘ T
over 1n’§:: bik xi'xk', waarin B = S° AS.

! £
Bewlis, Als X, = Z;: Sip Xn o dan is

Ahy = 2;_“_ Ypt iy = Z—; Z&T Sin %1k Sky-
Dus D = B, h,t.b.w,

Stelling 2. Gant I A Xy Xy door de orthogonale transformatie 8
-1

over in 22— bik Xy X dan is B = 8§ AS.

Bewljs. Volgens £ 9, st.4, is sT - s,

Stelling 3. Laat S de cobrdinatentransformatie zijn naar cen Carte-
sisch stelsel (W, ¥, W), terwljl s”1 as = B. Nodig en voldoende, op-
dat b12 = qu = 0, 1is dat U een cigenvector van B 1is.

Bewijs. Zie %16, 8t.5.

Stelling 4, Er is steeds een Cartesisch stelsel te vinden, waarvoor
o . - T as VA

Bewijs. Ga eerst over op het Cartcsische stelsel (u, v, W), waarin

T een eigenvector van 4 is.(In st.8 zal worden bewezen, dat men U
retel kan kiezen),

2 2 2

1 1
iifaik Xy X o= Dax,© o+ bosxs© o+ b33x3 + 2b23x2‘x3.

Voer nu de volgende cobrdinatentransformatie uit:

- "
X4 = %

Xp! = ToX,
i y n "
X3 T3¥p ¥ 8%y

"

"
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e 3 i
waarin (rz,r'a) een eigenvector is van de matrix(b,é? b23) en s | r

P32 P33
(ﬁﬁ"§f”?) vormen weer een Cartesisch stelsel, Volgens stelling 3 is

:2 f 1

t
+ b Xfy 23 XQ XB

!
2 T2

A8
o

33

Hiermee 18 het doel berelkt,

Stelling 5. Wanneer Z::aik Xy X, door een assendraaling overgsat in
T2 '2 . [ . : -
C49%4 t ConXp + L33x32 , dan zlJjn de nieuwe grondvectoren elgen

vectoren van A, en Cqq2 Cons c33 zijn de bijbehorende eigenwaarden,

Bewijs. Dat de nleuwe grondvectoren elgenvectoren zljn, volgt ult

atelling 3.

Volgens ? 16, s8t.3, zijn de eigenwaarden van A dezelfde als die van
b ® < [~ S ¥

de diagonaalmatrix C; de laatste zijn Cﬂ1’022’033'

Stelling 6, Twee eigenvectoren van een symmetrische matrix A, die bij

verschlllende eligenwaarden behoren, zijn loodrecht op elkaar,

— =) — —
Bewljs, Laat VvV en W zulke clgenvectoren zijn, zodat AV= }qv, A W= )E“W)
2 A3,

Z;‘aikvkz}'ﬁvi' E:k:aikwkmzzzwi‘
X%; zi: By Vi Yy = A ; }%F vyoW .

I%; }%; Bk M Vi = A ZEZ Vi Wy

De laatste twee linkerleden zijn gelljk (Verwissel 1 met k en denk er
aan, dat A symmetrisch is).

e
lﬂgﬂe,duﬁ Z:viwi=0. v__LT?.
Stelling 7. Alle elgenwaarden van een reéle symmetrische matrix zijn
reéel.
Bewljs. Stel, dat A 4 cen complexe elgenwaarde was, waarblj de eigen-

vector (vﬁ,t?,v3) behoort, dan 1s de toegevoegd complexe 4 cen ?1$@ﬂ§ﬂf~

Daar A 1 £ A 42 VOlgt uit 8t..6, dat v{?% + vé?é + VBVB - Oo,ﬁw,aﬁidt
voor leder complex getal a#0, dat ad > O. Wij zijn dus tot een tegen-

strijdigheid gekomen,

Mwaarde met de elgenvector (74,7,,75).
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Stelling 8. Iedere eigenvector van ecen re¥le symmetrische matrix is
een veelvoud van een pre#le vector,

Bewijs. Vult men in de vergelijkingen §‘%§{2) voor A een redle waar-
de in, dan vindt men voor de verhouding van VasesesV rele waarden,

n
Voorbeeld, 2x2 + yg + zQ - Z2XY + 2Rz - 2X -y - 22 + 2 = O,

WiJ zoeken eerst de eigenwaarden van

Men vindt }431,')2m3, )BmO.

De eigenvector, behorende bij A =1, vindt men ult de vergelijkingen

xﬂ -x2 + xj = 0
-K,‘ = 0
xq = 0

Hieraan voldoet (0,1,1). Een cenheldsvector in dezelfde richting is
T = (0,4Y2, 1V2), Evenzo vinden wij
bij A =3 de elgenvector 1;6 (2,-1,1);

bij A =0 de eigenvector T;? (1,1,-1).

WiJ voeren dus de volgende assendraaiin. uit:

X = %Vé.y'+~gvé.zh
y = %.V’6.x* - g\f6.y' + %\f6‘z'f
%VB.X’ + %\fB.y' - g-\/f}.z’.

AN )

Zander deze substitutie werkelijk ult te voeren, weten wij, dat het
kwadratlsche deel van de vergelljking daaricor de volgende gedaante
keijgt: :

x‘E + 3y,2.
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Het 1linealre deel kan door substitutie worden gevonden. Ter afkorting
schrijven wij hiervoor

1

bx 4+ ¢cy' 4+ dz',

De vergelijking 1s dus geworden:

!

] H ]
X 2 2 + bx' + ey +dz o+ 2 = 0,

+ 3y

2 2
(x' + w) o+ 3y’ + %) + dz' + e = 0
b 2
(632—'-&—*%-6).

Nu veoeren wij een assenverschulving uit door

3 it b
X m X - 7‘:5 9

I 1 C
y, LN | - ‘6’ »
72! = z" - g— .

Er komt dan:
112 Hr)
X + 3y © + dz" = 0.

Het oppervlak is een clllptischc paraboloide.

{ 22, Indeling der kwadrieken,
Geval 1. De eigenwaarden A‘q');g’) 3 ven A zijn alle £ 0.
De methode, door het voorbecld gelllustreerd, voert dus to%
2 2 2
)\,}x +)\2y +23¢, +c =0,
Geval 1a, ¢ # 0.

Afhankelijk van de tekens van }‘3’)2V 23, ¢ heeft men een kwadriek

zonder re&le punten (nuldelige kwadriek), een ellipsolde, een halsvlak
of een tweeblad,

Geval 1b. c=0, Kegel, nuldelig of eendelig.
Geval 2, h,!%@, A 540, 7\330.

De vergelljking wordt (zie het voorbeeld):
ﬁﬁx2+%2y2+dz+e=0,
Geval 2a. d £ 0. Men komt dan tot
b 2 2
AL xT s ),y ez =0,
Elliptische of hyperbolische psraboloide.
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Geval 2b, d = 0, e £ 0,
2 2
ﬁﬂ x© + }gzy +e= 0,
Elliptische of hyperbolische cylinder,
Geval 2¢, d = e = O,

Kwadriek ontaard in twee snijdende vlakken (red¥el of toegevoegd com-
plex).

Aq xg + 8y + bz +¢ = 0,
Geval 32, a2 en b nlet belde O,
2
Ay X% +dy = 0.

Parabollsche eylinder,
Geval 3b., a =b =20, ¢ # 0.

Aq x2 + ¢ = 0,

Kwadriek ontaard in twee cvenwljdige vlakken, reBel of toegevoegd com-
plex,
Geval 3¢, a =b = ¢ = 0,

Kwadriek ontasard in twee samenvallende vlakken,

§ 23, Invarianten van een kwadrick,

Het volgende hceft betrekking op de kwadriek

(1) 51:;{ 81k ¥4 Xk"g% qon *n T 850 = 05
F

die door de assendraailing S overgaat in
! H H
(2) %‘( bik xi X}C + 2 Zh: bOh Xh + bOO = 0,
b

Stelling 1. Det, A is invarlant blj assendraaling, d.w.z, det.A = det.B,

Bewijs. Volgens §21, st.1, is B = S AS, dus det.B =(det.S)? det.A,
maar det.S = 1, dus det.B = det. A,

Bepaling. Onder D verstaan wij de matrix
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800 201 02 03
810 %11 fq2 B4y
820 %21 %22 fp3
830 %31 32 933

Stelling 2. Det.D 1s invariant blj assendraaling,

Bewijs. WiJj voeren hulpveranderlijken X, oen xo‘ in en beschouwen de
vormen

3
(3) ‘ a X, % en
1%=0 ik "1 Tk
(%) ) b, x,' %!
%m0 Ik "1 "k ?

die in (1), resp. (2), overgaan, als men X, = X ' = 1 stelt, Hieruit
volgt, dat (3) in (4) overgaat door

X, o= xo’

. X, = S44%q * S4p%p + 849%5.
Xy = Sp4%y + SpoXpy + Soy%ge
Xy = S34%y * S3p%p ¥ 833%3.

Laat E de matrix zijn, die bij (4) hoort, evenals D bij (3). Volgens
§21, st.1, 15 B = T° DT, dus

det. E = (det.T)® det.D.
det T = det.S = 1, dus det, E = dct, D,
Stelling 3. De rang van A cn dic van D zijn invarlant blj assendraai-
ing.

Bewijs. Dit volgt uit §’7, st.5, in verband met de formules B=S
E=S" DS.

T AS en

De gevallen ult §'5 kan men ondcrscheiden naar de rang van A en van D.

Geval rang A rang D.
1a 3 4

1b 3 3

2a 2 b
2b 2 3

2¢ 2 2

3a 1 3

3b 1 2
3¢ 1 1
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Men kan dus door ber:-kuning van de rang ultmaken in welk geval men
verkecrt. Vervolgens kan mern, door gebrulk te maken van de invarianten,
de coefficienten uit de cenvoudigste vergelijking berekenen,

Voorbeeld, In §irivardgn wij, dat de kwadriek

er + y2 + z2 - 2Xy + 2XZ - 2X =Yy - 22 + 2 = O

een elliptische paraboloideis met als cenvoudigste vergelljking

H
x 2 +3y'2% 44z =o0.
2 -1 -3 -1
-1 2 -1 1 a
-5 -1 1 0
-1 1 0 1
0 0 0 d
0 J 0 0 o
det, E = = =34
0 0 3 0
d 0 0 0

*Bdem—%.dzi%\/‘é.

(Het teken van d verandert, als men de Z2'-as 1p tegengestelde richting
kiest).

%21&. Bepaling van het middclpunt,

In de voorafgaande paragrafen hebben wij geleerd, de gedaante
(blijkende uit de vorcenvoudigde vergelljking) van een kwadrilek to be-
palen, zonder de coBrdinatentrensformatic werkclijk uilt te voeren, De
stand van het oppervlak in de ruimte is pas bekend, als men weet, hoe
het nileuwc assenstelscl ligt tun opzichte van het oude., De richtingen
der nileuwe assen worden gegoven door de eigenvectoren van A, Wij be-
hoeven dus nog 8lechts de nicuwe oorsprong te zocken, In de gevallen
1a, 1b, 2b, 2¢, 3b, 3¢ is de¢ nicuwe oorsprong cen middelpunt van de
kwadriek,

Stelling 1. De oorsprong 18 dan en slechts dan cen middelpunt van de
kwadrick, als het lincaire gedeelte uit de vergelijking wegvalt.

Bewljs, De varg%lijking mag nict veranderen door de substitutis
¢ 3 ]
’K,}w"xq 2 KRM‘*XQ s sz"X3 »
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Laat de vergelijking van de kwadriek zijn
(1) ?E%Eaik X, X+ QI%anh X, + 2y, = 0,
»

Voer de assenverschuiving ult naar het punt

1 § ]

Kﬂqu ““pq, 7(23){2 +D2, waXB +‘93‘
1 ] §
ig:g a4y (x4 +~p1)(xk +pk) + QEQ% 8 on (xh +ph)+aog - Q.
»

De termen van de eerste graad hierult zijn:

7 1 ! '
T Ay Xy Pt i Ay X Py FRET ag X, .
1,k 1,k h

De eerste twee sommen zijn gelijk (verwissel 1 met k), Er komt dus:

1

2(agq Py + 24 Pp * 843 B3 ¥ Agg) Xq ¥

H
- 2(a21 Pq t 8pp Py * 3p3 Py + 820) X, *
+ 2(a31 Pq + 830 Py + 339 Py ¥ QBO) X3

Pe nieuwe oorsprong is middelpunt, als

(2) 84q Pq * 855 Pp * 43 Py + 845 =0
854 Py + 8np Pp + 323 p3 + Asg = 0

+&30m

831 D, t a32 Py * 333 p3
2), met p,,Ps,P, Als onbekenden, heten de middelpuntsvergell jkingen
(. )
bij (1).

Opgave. G3 met behulp van de tabel ult g 23 het verband na tussen de
rang van A en de dimensic van de vorzameling der middelpunten,

Opmerking. In de gevallen 2a (paraboloide) en 3a (parabolische cylinder)
is er geen middelpunt, Om te laten zien, hoe men in deze gevallen de
nieuwe ocorsprong vindt, gebruiken wi) weer hct voorbeeld
2x2 + y2 + 22 - 2XY + 2%z - 2X -y - 22 + 2 = O,
De X'-as had de richting (0,1,1). Snijd de¢ kwadrlek met cen 1ijn in die
richting, bijv. x=0, y=_ , z= A4 . Substitutic geeft 2,“2—3/(+2mﬂ.kHEt
midden tussen de snijpunten hoort bij U = % » dus is het pun %g%).
Het vlak door dit punt loodrecht op (0,1,1) is cen symmetriewlk: de
vergelijking hiervan is ym2m1% Evenzo vindt men voor n@a«wymmunrlcvlak
. 9 (257, A1 duiliergelijking 2x-y+z= 2 ., De sAljlijn van deze
Biee wwlakken shljdbrdiiParaipoloide in de nieuwe oorsprong (#0p vap de
mboloide),




am II 39

Hoofdstuk 6
Algebralsche krommen en oppervlakken

§25. Algebralsche krommen (zle am I blz.23-25),

De vergelijking van een algebralsche kromme van de graad n kan als
volgt worden geschreven:

(1) L (Xasxp)+f L (xgs%0 ) 4u v, (x,,%,) +f =03

hierin stelt fk(xq,xg) een homogene veelterm van de graad k in x, en X,
voor.
Om de snijpunten van de kromme met de rechte 1lijn, waarvan de parameter-
voorstelling luidt E'm’g +}??,tW9bepalen, substitueren wij deze para-
metervoorstelling in (1). Er ontstaat dan een vergelijking van de graad
n in X (tenzij de coefficient van A" nul wordt). Hieruit volgt: Een
rechte 1lijn heeft met een kromme van de graad n in het algemeen n snij-
punten, mits een snijpunt, behorende bij een r-voudige wortel 2 s D-
voudig wordt geteld,

De kromme gaat door O, als meO. Dit aannemende, snijd ik de kromme
met de 1ijn 1(X = A7). Substitutie in (1) geeft

n n-1 4
(2) A fn(aq,a2)+ ) tn_q(aq,ag}+...+'lfq(aq,ag)ao.

Ik onderstel, dat fq(xq,xg) niet identiek nul is; dan heeft (2) in
het algemeen een enkelvoudige wortel 2 =0; de wortel A =0 is alleen
meervoudig, als fﬂ(aq,ag)zo; dan is fq(xq,xg)mo de vergelijking van 1.
Wij formuleren deze resultaten met behulp van de volgende bepalingen en
stelllingen,

Bepaling 1. P heet een enkelvoudig punt van een algebraische kromme k,
als P op k ligt en er lijnen bestaan, dic in P ecn enkelvoudig snijpunt
met k hebben,

Bepaling 2. Is P e¢en enkelvoudig punt van k en heeft de lign r in P ecen
meervoudig snijpunt met k, dan is r een raaklijn in P ean k.

Stelling 1. In een enkelvoudig punt heeft de kromme één raaklijn.
Stelling 2. O is een enkelvoudig punt van de kromme (1), als £,=0, ter-
wijl fﬂ(xq,xz) niet identiek nul is.

Stelling 3. Is O cen enkelvoudig punt van de kromme (1), dan is
fq(xq,xg)mO de vergelijking van de razklijn in O aan Jc kromme.
Bepaling 3. P 1s een bulgpunt van de kromme k, als P een enkelvoudig
punt van k is en P meer dan twee.oudlg telt als snijpunt van k met de
raaklijn in P aan k.

Bepaling ﬂ‘ Een punt P heet een r-voudig punt van de kromme k, als er
lijnen bestaan, waarvoor P ales oriipunt met k r-voudig telt, maar geen
1ijn, waapvoor P minder dan r-voudig telt,

Stelling 4, 0 is een r-voudig punt van de kromme (1) als £osfqseesst
tdentisl 0 zijn, mear f, niet.

r-1



Bepaling 5. Is P een r-voudig punt van de kromme k en telt P meer dan
r-voudig als snijpunt van k met de¢ 1lijn 1, dan heet } een raaklijn in
P aan k.

Stelling 5. Is 0 een r-voudig punt van de kromme (1), dan is

fP(Xq,X2)=O de vergelljking van het stel raaklijnen in 0.

Bewijs. Laat 1(X=2F) cen raaklijn in O zijn; dan is A =0 een minstens
(r+1)-voudige wortel van (2), dus fr(aq,ag)zo; daar f, homogeen is,
geldt fp(xq,x2)=0 voor leder punt van 1, Volloet omgekeerd Q aan
fp(qq,q2}=0, en is m de 1lijn 0Q, dan is m een raaklijn in 0.

Bepaling 6. Een dubbelpunt (tweevoudig punt) met twee verschillende
regle raaklijnen heet een knooppunt van de kromme,

Een dubbelpunt met twee complexe raaklijnen hecet een geisoleerd
punt van de kromme.

Een dubbelpunt met samenvallende raaklijnen hecet een keerpunt van
de kromme,

Om het gedrag van dc kromme in cen willekeurig punt P te onderzoe-
ken verplaatsen wij de oorsprong naar P door de codrdinatentransforma-
tie

!

!
(3) X4 = X, tDg Xy = Ko + Do

Laat de vergelljking van de¢ kromme k zijn f(Xq,X2)=O. Op de nieuwe cobr-
dinaten luildt zij

1 1
f(xq D4 5% +p2)=0 of

Y s 12 3% Lo 3%
(&) f(p,,p )+(x + X Z—) + (x + 2x, X e
1°P2/ T\ §p T Fe 5, 1 a‘;ﬂ‘? 172 8P, 30,
2 2
+ x2' J g) toveve.. = 0.
Sjel

Ligt P op k, dan is f(pq,pg)zo. Volgens stelling 3 is de vergelij-
king van de raaklijn in P

(5) (xq—pq) 5%% + 1%5-05) 5%% = 0.

Dit is ook gemakkelijk af te lcoiden met behulp van de differentiaal-
rekening.,

Uit stelling 4 volgt
Stelling 6, Nodig en voldoende opdat P een meevrvoudig punt van k 1s,
is dat

‘ L If of
(6) f(pqapg)“o. 55; = 0 555 = 0.

Wij keren nu terug tot de snijpunten van de kromme (1) met de 1lijn
yz ?‘i-)(?. 1
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Bij substitutie worden de termen met ) :
n
A fn(aq,ag).

Nadert a,:a, tot een waarde, waarvoor fn(aq,az)uo, dan nadert één der

wortels A tot OO, De blj deze verhoudingen apia, behorende richtingen

heten de asymptotische richtingen van de kromme (1),

Stelling 7. Dc asymptotische richtingen van de kromme (1) worden ge-
geven door fﬂ(xq,xg)nﬂ.

Stelling 8. Heeft de 1ijn 1 een asymptotische richting van de kromme
k, dan heeft 1 hoogstens n-1 snijpunten met k.,

(Men zegt in dit geval, dat een of meer sanijpunten van 1 naar het
oneindige verdwenen zijn),
Bepaling 7. Heeft de 1lign 1 n-1 snijpunten met de kromme k, en heeft
de 1ijn m, cvenwijdig met 1, n-2 snijpunten met k, dan heet m cen gewo-

ne asymptoot van k,

$26. Toepassing op de kegulsneden,

Laat de vergelijking van de kegelsnede 5 zijn
2 2
o AP ‘ e = r)(
(1) f(x)= By g%y TR X ARG R Xy TH2A (0K 20 51X 48 =0

Laat P een punt van J zijn. Volgens $25,(5) is de vergelijking
van de roaklijn in P:

JBIE: 2] f s | o iz { =
(Xﬂ“p1f(“14p1+“42@2+“1@)+(xe 02 ) (24004 +2 0000+ 50 )=0.,

Telt men hierbi] f(pq,pﬁ) op, wat O is, dan vindt men

\

(2) 2440 q% 9050 yxot07 M npaX a0 (X 4D, ) +o o0 (X #Py ) 42 (w0,

De asymptotische richtingen worden gegeven door

2, ) 2
(3) 34 4% 45420 | X X +0,5X,, =0,

121 o
Er zijn dric govallen:
I. &ﬁﬁﬁ;q»w§29><). (3) heeft complexe wortels. El1lips of nuldelige

kegelsnede,

IT, @1Q322maﬂ2? <0, (3) heeft twee redle wortels. Hyperbool,

ITI. @qqaaq*aqumQ. (3) heeft samenvallende wortels. Parabool.

In geval II zijn de asymptotische richtingen loodrecht op elkaar, wan-
neer het product der wortels van (3) gelijk is aan -1, Dit is zo, als

Stelling. (1) stelt cen orthogonale hyperbool voor, als a =0.

11%%02

§27. Algebraische oppervlakken,
De vergelijking van ec.. ~-~~h»risch oppervlak van de graad n luidt



(1) fn(xq,xa,x3)+fn~1(x1,xg,x3)$....+f1(x1,x2,x3)+anG;

hierin stelt fk(xﬂ’xg‘XB) ecn homogene veelterm van de graad k in
xﬂ’KE’XB voor, o . -

De snijpunten met cen rechte 1ijn X = p + A 8 worden bepaald als
bij cen algebraische kromme,

De bepalingen van een enkelvoudig punt en van een roaklijn in een
enkelvoudig punt zijn gelijkluidend met die bij een algebraische krom-
me ( §25, bep.1 en 2).

0 ligt op het oppervlak, als fowo. Snijd nu met de 1lijn 1(§is%??).
Substitutie in (1) geeft

(2) A" fn(aq,mg,a3)+....+ qu(aﬁ,ag,aa)mo.

Neem aan, dat fq(xﬁ,xQ,XB) niet identick O is; dan is 0 een enkelvou-
dig punt.

Stelling 1. Do raaklijnen in O vormen het vlak fq(xq,xg,x‘)mo.
Bewijs. Is 1(§1,A55 een ranklijn in O, dan is fq(aﬂ,ﬂ2,83§z0; daar
homogeen 1is, goldt dan fq(xﬂ,xz,XB)mO voor icder punt van 1,

Omgekeerd: is fq(qq’qg:qg)“ex dan 18 0Q e¢en raaklijn in O.

Bepaling, De mecetkundige plaats der raaklijnen in een enkelvoudig punt
aan het oppervlak heet het raskvlak in dat punt san het oppervlak,
Stelling 2. Is P een vnkelvoudig punt van het oppervlak T(f(x1,x2,x9m0),
dan 1is de vergelijking van hot raakvlak in P

r‘

(3) (X,‘—pq) “%% + (xe“pg) g% + (Xa”pj) 'g;%‘ = 0,

Bewijs. Analoog met de afleiding van $25, (5).

£ 28. Toepassing op dc kwadrieken,
Laat de vergelijking van de kwadrieck [ zijn

r(x) = a
1,k=1

i Xt a4y ¥y Y850 = 0,

ik =7

en laat P een punt van r zign,
Op analoge wijzc als § 26, (2) leidt men af, dat de vergelljking
van het raakvlak in P van I luidt

a4, Dy Xy, + Zi' a ,(xy+p,) + a,. = O,
iR ik Y1 Tk 1= ol'"1°%1 00

Hoofdstuk 7.

Meetkundige plaatsen

$29. Meetkundige plaatsen in het platte vlak,
Een vraagstuk, waarin een meetkundige plaats in het platte vlak
wordt gevrasgd, kan dikwijls teruggebracht worden tot cen vraagstuk
'an de volgende vorm:
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Gegeven zijn twee stelsels krommen f(xﬂ,xg,;\)mo en g(xq,xg,))mﬂ.
Gevraagd wordt de meetkundige plaats van de snijpunten van overeenkom-
stige (blj dezelfde waarde van A behorende) krommen uit beide stelsels.

Algebraisch wil dit zeggen: De voorwaarde te zoeken, waaraan X,
en X, moeten voldoen, opdat de vergelljkingen f(xq,xa,))ao en
g(xﬂ,tg,l) 0 cen gemeenschoppelljke oplossing voor A hebben., De ge-
vraagde meetkundige plaats wordt dus gevonden, door A uit die twee
vergelijkinger te elimineren,

In de ruimte down zich analoge gevallen voor, Hier volgen enkele
voorbeelden,

§ 30. Regelvlakken.
Een regeloppervliak karn worden gegeven door de parametervoorstel-

ling

P =T + MF().

3?=a'3(2) stelt cen richtkromme var hat oppervlak voor,
Laat een ruimbteltromme K
viakken:

zegeven zijn als snijplijn van twee opper-

(2) f( 1: ?> 3) = 0 , g’.(x“{’XQ’x:i) = 0,
Beschouw cen lign 1 met de parametervoorstelling
Y
(3) T =T+ Ab.
De voorwaarde, opdat 1 ¢n k cen punt gemeen hebben, vindt men,
door (3) in (2) to substicuscren en daarpa A te elimineren. Er ont-

W -
stnat dan cen botrokking tuJu\u'E*:m b.

De ruimtekromme k kon ook goepeven zijn door een parametervoor-
stelling:

(%) = V(.

Nu vinden wij do voo-wnarde, opdat 1 en k cen punt gemcen hebben,

door ultl
ﬁ; + )\*g == -\?(/,t)

A en AL te elimincren. Dr ongstast woer cen butrekking ‘ussen @ en D

Laat nu drie richokrommen vq,kﬂ,k% gegeven zlgn, Door te «isin,
dat 1 deze drie krommen snijdt, vinden wij drie bobreckingoen Lusgyn'ﬁ*
@&-E{ Uit deze betrokkingen kunnen wi] de verhoudingen van bq,b,g,b3
elimincren, zodat czn betrekking tussen aq,qg,QB overblijft, Vervangt
men hierin qq,qg,qa door lopende cobrdinaten, dan vindt men de vVerge-
1ijking van het regelvlak met kq,ke,k3 als richtkrommen.

Ben belangelijk bijzonder geval is, dat k1 cen pechte 1ijn is. Dan
brengen wij door kﬁ 2e¢n veranderlijk viak Qt+~lﬁm0. De snijpunten met
;'c'a ep ky 2ijn P(A) en Q(2). De 1ijn PQ is

TP T Py,
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Dit 18 a2l cen parametervoorstelling van het gevraagde regelvlak, Door
eliminatie van ){ﬂ@/k vindt men de vergelijking van het oppervlak,

§ 31. Cylinders en kegels,
D¢ algemene paramctervoorstelling van cen cylinder is
N -
(5) X = B + pua

—§*“'§(3) ig een richtkrommc.,
De algemene parametervoorstelling van cen Kegel 18

(6) T =T+ T

P(T) is dc top van dc kegel,
Laat gevraagd zijn dc¢ vergclijking van de kegel met top P en richtkrom-
me (2). Wij substi ucren in (2) =T +uF en climincren ga.. In het
resultaat substituceren w13“?45*voor'ﬁt Zo ontstaat de gevraagde vorge-

11jking.

$ 32. Omwentelingsoppervlakken,

Het geval, dat de omwentelingsas met do X3«as samenvalt, is in
$17 bchandeld, Lant nu de as gegeven zign door ® =D + 2%, <n cen
richtkromme door (2). Ecn parallelcirkel is de doorsnijding van cen
vliak loodrecht op de as met cen bol om P
(7) PR=c, (@D° =l

Eliminaic van T ult (2) on (7) geeft kp(rg,c)uo.
D¢ gevraagd. vergelijking is ap((?:ﬁ)g,'gf?)mo.
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Hoofdstuk 8

Orthogonale invarianten ven een kwadriek

433, De invarianten I, en I,. Stelling 1 uit §19 luidde: Door de
ccﬁrdinatentransfovmatie 3 gaat Ziaik X X, over in o
in B=STAS.

Hier is S een orthogonale matrix, dus sTas™?, 1In $ 16, stelling 3
18 bewezen, dat ult B=S™ 'AS volgt det (B- AI)= det (A- AI).
Nu is

1kxi'xk" waar-

ﬁ 84q= 2 840 843
det (A- 2I) = 854 B50= A 823 =
239 832 2337 )

= —)\3+(aq,%+a22+333))&2~ (m11+m22+m33))‘ + det, A = O,

Hierin stelt LR de minor van a4y in A voor, Uit bovengenoemde stel-
ling volgt nu: '

84480t 33 22 33

M1q ?2+m33”m11+m22 33
det. A = det. B (§23, stelling 1).

Wij stellen 811+822+833u11, m1q+m22+m33112
Stelling 1. Iq en I, zijn invariant blJ co¥rdinatentransformatie.
Vermenigvuldigt men alle IR met ¢, dan wordt I1 met ¢ en 12 met
2

c” vermenigvuldigd. De waarden van 11 en 12 hebben dus geen meetkundige

betekenis; de vergelijkingen Iq=0 en IEmO wel,

§3&. Meetkundige betekenis van I,=0.

Stelling 1. Als de kegel pI aikxixkuo drie onderling loodrechte be-
gchrijvenden bevat, dan is Iq~o

Bewijs. Neem de drie onderling loodrechte beschrijvenden als nieuwe
cobrdinaatassen. De vergelijking van de kegel wordt I— [ i k=0 Hier-
aan is voldaan door X, =X, =O dus b33-0 Evenzo blijkt b zbegmo, dus
Iﬂmo.

Stelling 2. Als I,=0, dan bevat de kegel Ez:aikxikao oneindig veel
stellen van drie onderling loodrechte beschrijvenden.

Bewijs. Kies een willekeurige beschrijvende van de kegel als Xqi—as van
een rechthoekig coﬁrﬂinatenstelael Laat de vergelljking op de nleuwe
cordinaten zijn EZZbikxi kso dan is b11=0: Iquo, gua b22 33m0 De "
doorsnede van de kegel met het vlak X4 =0 18 bgex2 +2b23 o x3 33_3 =0,

:bﬂap be2+b33m0, stelt dit twee onderling loodrechte lijnen voor, Samen
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met de Xﬂ‘»as vormen zi1J een stel van drie onderling loodrechte be-
schrijvenden,

Stelling 3. Bevat een kegel een stel van drie onderling loodrechte be-
schrijvenden, dan bevat hij oneindig veel zulke stellen,
Dit volgt uit stelling 1 en stelling 2,

$35. Meetkundige betekenis van I,e0,

Stelling 1, Laat I 84, X4 %=0 de vergelijking zijn van kegel K. De

loodlijnen, in O opgericht op de raakvlakken van K, vormen een kegel
K met vergelijking £:Lmikxixk-0¢

Bewljs, Het raakvlak in P aan K heeft de vergelljking Z::aikpixk“O;

hierbi] 1is f::aikpipkuo, Voor een punt op de loodlijn geldt X =

= A¥Za,,D,, dus p,= 1 Tm,x . (zie 7).
ik™1? i AS éet A . 1k"k §

pyw p B MR
Substitueer 84t in I:'aikpipk&04

ey }: mih"hi'fmm"i‘o‘

1Lk

Nu 18 = a4y ,=0 voor kéh en det A voer k=<h, Er komt dus
i

det A $_. m_ . x X w0,

L

Stelling 2. Als de kegel K (£ a, %, %, «0) drie onderling loodrechte
raakvlakkcn heeft, dan is I,=0.

Bewijs. K heeft drie onderling loedrechte ribben, dus My 4+ 33=O
Stelling 3. Als Ieso, dan heeft K oneindig veel stellen van drie onder-
ling loodrechte raakvlakken,

Bewljs. m, ,+m,,Hn,,=0, dus K’ heeft oneindig veel stellen van drie on-
11 722 733
derling loodrechte beschrijvenden,

Stelling 4, Heeft een kegel een stel van drie onderling loodrechte
raakvlakken, dan heeft hij oneindig veel zulke stellen,

Hoofdstuk §

Projectieve meetkunde

§36. Oneigenlijke punten.

In de vlakke euclidische meetkunde geldt algemeen:
V I Door twee verschillende punten gaat een en slechts een rechte 1lijn,
maar nlet algemeen:
V II Twee verschillende rechte lijnen hebben een en slechts een punt ge-
meen.
Om IT algemeen geldig te maken, voegen wij aan elke bundel evenwijdige
- 1lijnen een oneigenlijk punt toe., Bovendien beschouwen wlj de verzame-
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ling der onelgenlijke punten als de oneigenlijke rechte lijn. Door alle
mogelijke gevallen na te gaan, zlet men gemakkelijk in, dat II nu alge-
meen geldt.

Evenzo voegen wij in de ruimte aan ledere schoof van evenwljdige
lijnen (d.w.z. de verzameling van alle lijnen, die evenwijdig zijn met
een gegeven 1liJn) een oneigenlijk punt toe. De onelgenlijke punten van
alle lijnen in een vlak vormen de oneigenlijke rechte lijn van dat vlak.
Hieruit volgt, dat de oneigenlijke rechten van evenwljdige vlakken sa-
menvallen, Alle oneigenlijke punten vormen het oneigenlijke vlak, De
volgende eigenschappen gelden nu algemeen:

R I. Door twee verschillende punten gaat een en glechts een rechte lijn.
R II. Door een 1lijn en ¢en punt bulten die 1lijn gaat een en slechts een
vliak.

R III. Een vlak en een 1lijn, die niet in dat vlak ligt, hebben een en
slechts een punt gemeen,

R IV. Twee verschillende vlakken hebben een en slechts een lljn gemeen,
Ook dit ziet men gemakkelljk in door alle mogelljke gevallen na te gaan.

X X
Laat X en y Cartesische co¥rdinaten zijn., Stel x= Ei’ Y= EQ’ dan 18 een

punt bepasld door de verhouding van X oXqs%n; deze °heten °daarom homo-
gene cobrdinaten. Aan het oncigenlijke punt van de lijn ax+by=0 geven
wlj de homogene cobrdinaten (O,b,-a). De 1ijn ax+by+c=0 heeft in homo-
gene codrdinaten de vergelljking ax1+bx2+cxono; hieraan voldoet cok

het oneigenlijke punt van die 1lijn. De vergelljking van de oneigenlijke
1ijn is xOmO.

§137. Dubbelverhoudingen,
In het platte vlak projecteer ik de punten van 1 uit S op 1'. Het
oneigenlijke punt van 1 is X; de projectie van X is X', Nu is

oP o' X'P!
(1) °E = OET G XUET

Bewijs. Trek 1", door 0',//1.

0P _ O'P"
OE " OE™
0'P" _ Q'P!
‘ TT5 = XUPT -
° Q'E" _ Q'E!
5T = YET

o ; S £
Door deling van de laatste twee formules vindt men het gevraagde.
Bepaling 1. Het rechterlid van (1) heet de dubbelverhouding van
~B',E',0',X' en wordt geschreven (P'E'0'X').

yﬁﬁalling 1. De dubbelverhouding van vier punten is invariant bij cen-
~ trale projectie,

&
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Bewljs. Zie de figuur, Te bewijzen is: (ABCD)=(A'B'C'D').
Trek 1'%/ SD. Volgens (1) is

c!!AH n CUA”
(ABCD) = W ©en (A’E'b'D') = W .

Bepaling 2, De dubbelverhouding van vier lijnen door een punt of van
vier evenwijdige lijnen is gelijk aan de dubbelverhouding van de vier
punten, waarin zij door ven willekeurige 1ijn worden gesneden,

Bepaling 3. De dubbelverhouding van vier oneigenlijke punten A,B,C,D
is g&lijk aan de dubbelverhouding van de vier lijnen, die een wille-
keurig punt S met A,B,C,D verbinden.

Men zlet gemakkelijk in, dat deze dubbelverhouding niet afhangt van de
keuze van 3.

Stelling 2. Z1ljn de vergelljkingen van de 1lijnen a,b,l,m achtereenyol-

- Mo MR
gens 1,=0, 1,=0, A41ﬂ+/kqlgz0, Aol + Myla=0, dan is (1mab)= i; : XE .

Bewljs. Geval 1., Do lijnen gaan door een punt., Kies het cobrdinaten-
stelsel zo, ﬁat de vergelljkingen van a en b zijn: x=0 en y=0, dus van
1l enm, }qx+-ﬂwy=0 en 22x+,ﬁbyzo. Door snijden met y=1 ontstaan de
punten

/U.
(-2 4y, M (-2, 1), 4(0,1), B (oneigenlijk).

o Ao’
AL M M
(lmab)m(LMAB) =M= i-:]_ : Té‘ .

Geval 2. De lijnen zijn evenwijdig. Kies het cobrdinatenstelsel zo, dat
de vergelijkingen van a,b,1,m zijn y=0, y=1, qu+,ﬂﬁ(y71)=o,

A ¥+ Mp(y-1)=0. Snijd mct X=0 en bereken de dubbelverhouding der snij-
punten.

Geval 3. b is de oneigenlijke rechte. Kies het colrdinatenstelsel zo,
dat de vergelijkingen van a,b,l,m zijn x5=0, x =0, }qx2+,uﬁxom0,
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AgXot MpX =0,

Bereken de dubbelverhouding der snijpunten met xquo.

Stelling 3. 2ijn A,B,C,D vier punten van cen 1ijn, dan is (ABCD)=(CDAB).
Bewi]s. Direct uit bepaling 1.

§38. Drichoekscodrdinaten,

Laat ﬁgﬁqﬂg cen drichovk zijn, E een punt bulten de zijden van
die drichoek, en P een willekeurig punt. De projectie van E en P ult
A, op de overstaarde zijde nocmen wij E, en Py (k=0,1,2).

'~y ] 4 el \
Stelling 1, (POEOAﬁAE}(PqEﬂAEAO)(PEEEAOAq) 1.
Bewljs, PE snijdt AqAQ in Qo, AQAO in Qq, AOA1 in QE'

Volgens §37, stelling 1, is

QE Q4P
(PEA4h,) = (PEQLQ,) = ol TE
Q;P QP
(PLEJALA) = (PEQQ,) = 5T t
QP QP

(PQEQAOAA‘) = (PEQalQo) = m : Q—;E- .

Door vermenigvuldiging vindt men het gevraagde,

Wij nemen nu drichock AOA1A2 als cofrdinatendrichock en E als eenhelds-

punt van het codrdinatenstclsel AoﬁquE. Uit stelling 1 volgt, dat men

drie getallen PosPq2Pn kan vinden, diec voldoen aan

P2 o P4
(1) 5. = (PE A RL) s 5, " (PLE,ALA.), T, = (PoESAA,).

Bepaling 1. Drie getallen p ,p,,Pp, die aan (1) voldoen, heten een

atal colirdinaten van P in het stelsel A0A1A2E.
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Opmerking 1., Door P 1s allcen de verhouding van PyrPqsPo bepaald, Men

noemt deze codrdinaten daarom homogene colrdinaten.

Opmerking 2. Cartesische cobrdinaten zijn een bijzonder geval van
drichoekscobtrdinaten. A1 en A2 zijn
hier oneig@nlijkeppunten en pom1.

Q
A Pq=(PEoh oAy )= £ops -

o2

p Evenzo voor Py
b 1//2 P ’ Wij zocken nu het verband tussen de
1 homogene Cartesische coBrdinaten
‘ £ (x_,x,,x,) en de drichoekscobtrdina-
g o’ qrial, .
///’ ten (xo,x1 »Xp ). Ik noem A A, o0k
\ lo, enz, Last aixg+b1xq+cix2m0 de
A, 3 b A vergelijking van 1, zijn (1=0,1,2),

Dan zijn de vergelijkingen van AOE en AOP:
(82e0+b2¢1+c2@2)(aqxo+qu1+cqx2)—(aqeo+bqeq+c1e2)(azxo+b2xq+c2x2)u0.

(32p0+b2p1+02p2)(aqxo+b1xq+cqx2)—(a1p0+bﬁp1+cﬂp2)(agx0+b2x1+02x2)=0-

Volgens §37, stelling 2, is dus

(AP, AE, 1,,1,) =
. a1po+b1p1+c1p2 . aﬂco+bﬂeq+cch .
~ . N y m 3
agpo+b2pq+@2p2 32L0+b2£4+02u2 ’
P
dezelfde dubbelverhouding is gelifk aan (P_E AjA,) = S
1 ' P2
Stel ik ~ - — = [, , dan 18
ait0+bin1+ci£2 i

]

>”90 =8,PotP P4 +CPos
H

APq =8P DD +C4Dos
1

Apa aagpo+b2pq+02p2.

De codrdinatentransformatie is dus homogeen lincair; Ax'=Sx, Daar ze

een-eenduldig is, is det., S#0. /LX:S'qX'.

Stelling 2. De vergellijking van een rechte 1ijn in drichoekscodrdina-
ten is homogeen linecalr.

Bewljs. Voer in de vergelijking op homogene Carteslsche colrdinaten,

dox0+dqx1+dax2n0, de cobrdinatentransformatic uit; dan ontstaat weer

een homogene lineaire vergelljking.

Stelling 3. De vergelijking van PQ in driehoekscoBrdinaten 1s

9 Q4 9p
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Bewijs, De vergelljking stelt cen rechte 1ijn voor, die door P en door
Q gaat,

Stelling L, De¢ parametervoorstelling van PQ in drichoekscodrdinaten is
Xy= kpi+)xqi.

Bewijs. Opdat X op PQ ligt, mocten de rijen van de determinant uit
stelling 3 afhankelijk zijn. y

* Mo
Stelling 5. Is ry= M,py+M.q, 84= )2p1+/¢2qi, dan is (PQRS) = i: : 75 .
Bewljs, Laat T een punt bulten PQ zijn. De vergelijkingen van TP, TQ,

TR zijn

Xy Xq %o X, Ea %y
1B to tq t2 = 0, me to tq t2 = 0,
Py Py Pp a 44 9
o X X2
tO t1 t2 = 0, of hql MM = 0.
r, T4 Tp

Evenzo is de vergelijking van TR, Agl MM = 0,

Dus (PQRS) = (TP,TQ,TR,TS) ,%’1 :/;?- .
1 2

Stelling 6, Is py= Ao + M by, qy= Ayt Mpby, rym dga, s Mub,
84= )aai+/¢4bi, dan is
AqMamfa Ay MMy My dy
AE/J?-/LE ;\3 ) 22#4'/“"2)4 |
Bewljs, Stel }i,ukdk,uinéik,
Uit py= )1ai+flﬁbi’ Q= )2a1+/u2bi volgt

(PQRS) =

S0 y=Mgpy=Figaye bagby= - Aopyt Agay.

o

- . . .23 13
8 2y 64y
By = AyayrMyby= - PR s

61

B

d = (PQRS) = = T stelling 5).
( ) 23 24 ( ©

Opmerking., Is P=Q of (en) R=S, dan is d=1,
Is P=R of (en) Q=8, dan is d=0,
Is P=S of (en) Q=R, dan is d=oo,

Vallen drie der punten samen, dan is d onbepaald,
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§39. De zes waarden der dubbelverhouding., Harmonische paren,

Lﬁaiu; m,szi+/QBQ? €n 8= 2 yPi+Myay zign,
PQRS) = o= : 4 . Uit 38, stelling 6 volgt nu, dat
3 Ny }

(QPRS) = 5 .  (PRQS) = 1-d.

Vormen wilj de 24 permutaties van de vier punten, dan ontstaan 24 dub-
belverhoudingen, die vicr aan vier gelijk zijn.

(PQRS) = (RSPQ) = (QPSR)=(SRQP) = d.
(QPRS) = (RSQP) = (PQSR)=(SRPQ) = 4.
(PRQS) = (QSPR) = (RPSQ)=(SQRP) = 1-d.
(PRSQ) = (SQPR) = (RPQS)=(QSRP) = x1r.
(QRPS) = (PSQR) = (RQSP)=(SPRQ) = B
(RQPS) = (PSRA) = (ORSP)=(SPQR) = g

Als twce der punten samenvallen, dus als d=0, 1 ofeo , dan zijn twee
der zes waarden gelijk. Wij gaan nu na, of nog op andere wijze twee der
zes waarden gelijk kunnen worden.,

d= % geeft d=1X1,

Bepaling 1. Als (PORS)=-1, hcten de puntenparen PQ ¢n RS harmonisch.
De zes waarden zijn nu -1,-1,2,5,2,%,

-~

d= Wga geelt d=% * L\/13. d=1-d geeft d=h.

De zes waarden zijn dric aan dric gelijk., Bij refle punten kan dit niet
voorkomen,

0= &7 geert o=} £ 3V3,
d= g2r geeft d=0 of d=2,
Bepaling 2, Een volledige vicrhoek bestaat uit vier punten, waarvan

geen drie op cen 1ijn liggen, met hun zes verbindingslijnen. De drie
snijpunten van overstaande zijden heten diagonaalpunten, de drie ver-

bindingslijnen van diagonaalpunten heten diagonalen,

Stelling
volledige vierhock liggen harmonisch
met de twee zijden door hetzelfde
diagonaalpunt,

1. Twee diagonalen van cen

Bewlis, Te bewljzen ls:

(QP,QR,QA,QD) = -1, of (SRAD)=-1,
Projectecer uit P op CB en terug uit
Q op AD.

P
ﬁm(ﬂﬁﬁb)w(TBﬁC) (SﬂDﬁ)w .
&#ﬂ, want S#R en A#D, dus d==1,
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§40. Poolverwantschap blj kegelsneden,
De vergelijking van cen kegelsnede H op drichockscodrdinaten
luidt:

¥

2 e 2, .,
(1) g(x)a:aOQxO 84 K4 T4 50X 428, 5K Ko +28 K K428 4K X =0
of go 2y x=0. (ag=ay,).
- g PR
De snijpunten van y met de 1ign PQ(xim Ap1+/*qi) volgun uit
Tag(apy+pma ) Ao, +pa, )=0.
2 . 2
AT T2y PP rRAMT a0 g b MTED a,,.0,0,=0,
2 - , 2
(2) 2%f(p) + 22 pf(psa) +M7(q)=0.
. eV N of . ¥~ of
Hicrin is f(p;q)= Z::aikpiqk” 5 -p, 3" stay 5

ZiJn 8, ¢n S, dc snijpunten yan PQ met , dan 18 8 = k1P+}uﬂQ,
{ : _.j. 3 2 ' i -
Sp= Az P+A,Q, waarin 5 G0 de wortcls (2) zijn, 8,8, is harmo

1 M . M %ﬁn 172
nisch met PQ, als =1 : & =°-1, dus =1 + =€ = 0, dus f(p;a)=0.
M o PP I

Bepaling 1. P ¢n Q heten poolverwant t.o.v, y - als f(p;q)=0.

Stelling 1. Zijn P en Q verschillend en snijdt PQ de koegelsnede Y in
twee verschillende punten Sq e 82, dan zijn P en Q dan en slechts dan
poolverwant, als PQ harmonisch is met qug'

Stelling 2. D¢ meetkundige plaats van de punten, die poolverwant zijn
met P, is de ruchte 1lijn f(p;x)=0.

Bepaling 2. Deze rechte 1ign hcet de poollijn van P.

Stelling 3. Ligt Q op d¢ poollijn van P, dan ligt P op de poollijn van
Q.

Bewijs, Dit volgt uit f(q;p)=Ff(p;q).

Stelling 4, Ligt P op a’, dan is de poollijn van P tevens de raaklijn
in P aan J R

Bewijs. Als P op j ligt, 1s in (2) f(p)=0. Ecn wortel van (2) is dus
M=0. Er is een tweede wortel M=0, als f(p;q)=0. Dit is dus dc voor-
waarde, opdat Q op du raaklijn in P ligt, De vergelijking van de raak-
lijn is dus f{p;x)=0,
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§ 44, Toepassing.n van dc pooltheorie,

I. PQ is ecn raaklijn nan ¥ als de wortels van (2) gelijk zijn, dus
als o ‘
(“(p;a) - £(p) £(q) = 0.

De vergelijking o
f(p;x) - {p) f(x) =0

stelt dus de belide raaklijnen uit P aan 5 voor,

II, Leat P ecn punt zijn, dat niet op B ligt, p de poollijn van P; Q
gen punt op p, maar niet op Y - De poollijn g van Q gaat door P en
snijdt p in R. Drichoek PQR hceft de eigenschap, dat ilederc zijde de
poollijn is van het overstaande hoekpunt. Een dergelijke driehoek heet
ecn pooldrichock van 5 .

Is de coBrdinatendrickhcek een pooldriehoek, dan heeft de verge-

1ijking van y de vorm .
2y oa.x,° e

11%4 T pp Xp = 0.

F90%0

IIT. De poollijgn van €cn oneigenlijk punt A gaat door de middens van
alle koorden, dic J afsnijd: op koorden door A, en door de raakpunten
van de raaklijnen ult A. Deze koorden en raaklijnen ziJn evenwljdilg.
De poollijn van A hcet de¢ boegevocgde middellijn van de richting, door
A bepasald.

Alle middellijnen gaan door een punt, namelijk de pool M van de
onelgenlijke rechtie 1,

Geval 1. 1 raakt niet a2an 5 . Dan 18 M een elgenlijk punt, het middel-
punt van g - Alle middellinen gaan door M. Y heet cen middelpunts-
kegelsnede,

Geval 2. 1 raaki aan Y- Dan is M cen onecigenlijk punt, namelljk het
raakpunt van 1 met i - Alle middellijnoen ziin evenwijdig. ! is een
parabool,

Middelpuntskegelsneden. Laat M he: middelpunti van 3 Zijny A een on-

elgenlijk punty a de toegevoegde middellijn, behorende blj de lljnen
door A}B het oncigenlijke punt van a. MAB 1s ecn pooldriehock van y -
MA en MB zijn toegoevoegde middellljnen van 5 , MA deelt de koorden, die
evenwljdig zijn met MB, middendoor; MB deelt de koorden, diec evenwij-
dig zijn met MA, middendoor.

Kiest men MA e¢n MB als cobdrdinatenasscn (scheefhoekig cobrdinaten-
stelsel), dan wordt de vergelijking van y

2 o2
a1x4 +a8':x,‘2 =,

De gssenvergelijking is hiervan cen bl jzonder geval.

WiJ bepalen nu de betrekking tussen de richtingscoefficienten van
toegevoegde middellijnen bilj ellips en hyperbool op hun eenvoudigste
vergelijking blj cartesische colrdinaten:
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2 2
Elllps. ﬁg e Zg = 1 of b2x42+agxeg-a2b2x92m0.
a b

Middellijn y=mx met oneigenlijk punt A(0,1,m).
W2

. . e L2 b
Poollijn van A: Db Xy + o2 mxggO, of y= - - X

& am
Richtingscoeflficiunt m'= - E%~ .
a“m
2
(1) am o= - 2
ai..

2, 2 2, 2 2.2 2
1, of b X, =27 X, b X, =0,

i

XB yQ
Hyperbool. -
e Y

Evenals bij de ellips vindt men: Zijn m en m' de richtingscoeffi-
cienten van toegevoegde middellijnen, dan 1is

(2) mmn' =

%o

Parabool. Allec middellijnen zijn evenwijdig. De as 1s een van de mid-
dellijnen, 5

¥y o= 2px of 2px _X,-X

2
o¥q~%p =0.

Stelsel evenwijdige koorden y=mx+q, met oneigenlijk punt A(0,1,m).

‘ . -mx.=0, of y= £
Poollijn van A: pX, mxzmo, of vy 0o

Ontaarde kegclsneden,

Laat ¥ ontaard zijn in 1 ¢n m, die elkaar in S snijden. Kiles de
cobrdinatendrichoek zo, dat de vergelijkling van y wordt quzao; dan is
8=(1,0,0). De poollijn van P(pO,pq,pe) 18 p,X,+py%,=0, dus gaat door S.
S is poolverwant met icder punt. Van lcdere pooldriehock is S ecn hoek-
punt., Is Y ontaard in twee in 1 samenvallende lijnen, dan kiegen wi]j
het cotirdinatenstelsel zo, dat de vergelijking van ¥ wordt Xo =0,

De poollijn van P(po,pq,pg) is pyX,=0, dus valt met 1 samen. Ligt
P op 1, dan is P poolverwant met leder punt. Van ledere pooldrichoek
liggen twee hockpunten op 1.

$42, Bundels kegelsneden,

Laat y en & twee kegelsneden zijn, die elkaar in vier punten, A,B,C,D
snijden; en leat de vergelijkingen van y en § zijn £(x)=0 en g(x)=0.
De vergelijking

(3) Af(x) + pg(x) =0

stelt voor alle weaarden van X en s (nict beide 0) een kegelsnede voor,
die door A,B,C,D gaat, Omgekeerd wordt ledere kegelsnede door A,B,C,D
voorgesteld door een vergelijking van de vorm (3).

‘Bewijs. laat ¢ een kegelsnede zijn door A,B,C,D. Kies P op ¢ . Bepaal
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24 €0 m, 2o, dat de kegelsnede )qf(x)+,u1g(x)mo door P gaat. Daar
deze kegelsnede vijlf punten met €& gemeen heeft, valt z1J met & samen,
Bepaling. Zijn f(x)=0 e¢n g(x)=0 twee verschillende kegulsneden, dan
vormen alle kKegelsneden, voorgesteld door vergelljkingen van de vorm
(3) een kegelsnedenbundel,

Opmerking. Deze bupaling 1s ook brulkboar in het geval, dat de kegel-
sneden geen vier verschillende punten gemeen hebben, bijv, als zilj el-
kaar raken, In het geval, dat de vier snijpunten A,B,C,D van y &n §
verschillend zijn, bevat de bundel drie ontaarde kegelsneden, namelljk
de paren overstaande zljden van de volledige vierhock ABCD.

Stelling. Zijn P,Q,R de dubbelpunten van de ontaarde kegelsneden uit
een bundel met vier basispunten, dan is PQR een pooldrichoek van icdere
kegelsnede uit de bundel.

Bewijs.(zle de figuur biy §39, stelling 1, blz.52),

Volgens $ 39, st.1, is (RSAD)=-1, dus R ¢n S zijn poolverwant t,o,v.
iedere kegelsnede door A ¢n D,

Evenzo is (RTBC)=-1, dus R ¢n T zijn poolverwant t,o,v, icdere kcgcl-
snede door B en C,

PQ(=ST) is dus de¢ poollijn van R t.o.v. iedere kegelsncde door A,B,C,D.
Evenzo bewijst men, dat RQ de poollijn van P is en dat RP de poollijn
van Q is.

Kiest men PQR als cobrdinatendrichock, dan wordt de vergeliljking van
de bundel:

2 2 2
() ( }aoo+ﬁ‘boe)xo +( 2 ﬁqq+}¢b41)xq +(}3322tpr22)x2 =0,

Ik beschouw nog enkele bijzondere gevallen,

I. y &n é raken clkaar in cen punt en hebben nog twee verschillende
punten gemeen, Kies AQ in net raakpunt en Aq:Ag in de snijpunten., Do
vergell jking van Y luidt dan

8oqXoXq T 50X Xp + A 0% %y = O,

De raaklijn in OO is aoqxq+aogx2z0.

Kiegen wlj het cenheidspunt op deze raaklijn, dan wordt haar verge-
lijking xq—xgmo, dus aoé”'“om'D” vergelijking van y is nu
aﬂ“(xqu~x0xg)+aquqxgzo.
Evenzo luidt diec van & D4 (X X=X X5 ) 4D 0% 1 X5=0.
De vergelijking van de bundel is dus:
(5) Ax (xq-Xp) # px,4x,=0.
De ontasrde kegelsneden uit de bundel zijn:
3g<”q“xg)“0 en X, X,=0.
Er is geen gemeenschappelijke pooldriehoek,
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II. De kegelsneden raken elkaar in twee punten, Kies deze als Ao en Av1’
en kies A2 in het snijpunt van de gemeenschappelijke raaklijnen in AO

en Ay. De vergelljkingen van y en & worden:

2 2
QaO,IXOX/| T 850X, =0, 2boqxoxq + b22 5 =0,
dus de bundelvergelijking is
2
(6) 2ax %, + wx,” = 0.
Ontaardingen: X X,y = 0 en de dubbellijn x22=0.

Er zijn oneindig vcel gemeenschappelijke pooldriehoeken,

ITII. Drie sniljpunten van y en & vallen samen. Kies AO in het raakpunt ,
Aq in het snijpunt, e¢n breng daarna, als onder II, de vergelijking van
y op de vorm 2 84K X T80k 22_0 KibS bovendien het eenheldspunt op L
zodat de vergelijking wordt x o¥q~%n —O

De vergelijking van & is 2p 01%6%1 +2b12x1x2+b22 22-0. Door eliminatie

van X, vindt men

2

2Db +(2b _ +b =0.

3
12%0 01tPon) X %o

Drie snijpunten vallen in AO samen, als 2b 1+b22~0

De vergelijking van & is dus 2b X 4 Xp+2D 4(x X4-Xg )

De bundelvergelijking luidt dus:

2
)

(7) 2 3 x 4%, +'/¢(x X,=%5") = 0.

Er is slechts cen ontaarding X1X2=O, en geen gemeenschappelijke pool-
driehoek,

D¢ kegelsnede ¥y «n de osculatieccirkel aan X in een punt P van X s be—
horen tot ¢en bundel van deze soort,



